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3. Динамика твердого тела.


3. Динамика движения твердого тела.

· При поступательном движении твердого тела все его точки движутся по одинаковым траекториям и в любой момент времени имеют одинаковые кинематические характеристики. Следовательно, в этом случае достаточно описать движение центра масс тела, используя второй закон Ньютона так же, как это рекомендовалось в предыдущем разделе.

· Центр масс тела – это точка, координаты которой определяются равенством:


[image: image53.bmp].       



       (3.1)

где ri – радиус вектор i – го малого элемента, на которые можно разбить тело, (mi – масса элемента. Очевидно масса тела 
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Скорость центра масс:
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       (3.2)

В инерциальной системе отсчёта центр масс тела движется также как материальная точка массы m под действием всех внешних сил приложенных к телу (теорема о центре масс):
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· Для анализа вращательного и плоского движений твёрдого тела вводятся новые понятия.
· Момент силы F относительно точки пространства О: 

N = [r,F],



       (3.4) 

где r – радиус-вектор проведенный из точки О в точку приложения силы F.
· Момент импульса материальной точки относительно точки О:
 M = [r,p] = [r,(mV].                

  (3.5)

· Момент импульса твёрдого тела (совокупность материальных точек) относительно точки О: 

M = 
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  (3.6)

где ri – радиус вектор i – го элемента ТТ массой (mi, проведённый из точки О. 
· В инерциальной системе отсчета производная по времени от момента импульса твёрдого тела относительно неподвижной точки пространства О равна суммарному моменту внешних сил, действующих на это тело, относительно той же точки О *):
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       (3.7)

· При описании вращения ТТ вокруг неподвижной оси векторы моментов сил Nвнеш и импульса M можно спроецировать на некоторую ось OZ, содержащую точку О. Указанные проекции называют моментами относительно оси. Это позволяет перейти к скалярной форме уравнения моментов:
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       (3.8)

Можно показать, что  
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. Здесь Iz – момент инерции твердого тела относительно оси OZ, который находится суммированием моментов инерции малых элементов, составляющих ТТ: 

Iz = 
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(3.9)

где Ri – расстояние от i – ой точки до оси OZ. 

С учётом этого равенство (3.8) приобретает вид уравнения динамики вращательного движения твёрдого тела:
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       (3.10)

Здесь ( = 
[image: image14.wmf]w
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 – угловое ускорение. Записанный закон является аналогом второго закона Ньютона, но для вращательного движения ТТ. 

· При любом разбиении плоского движения ТТ на поступательное и вращательное ось вращения ориентирована перпендикулярно плоскостям, в которых происходит движение точек ТТ. Однако при наличии внешних сил эта ось движется с ускорением и уравнение, полученное для оси, неподвижной относительно инерциальной СО, вообще говоря, неприменимо. В единственном случае, когда ось проходит через центр масс тела, уравнение (3.10) сохраняет свою форму и для плоского движения:
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       (3.10 а)

где дополнительный индекс “с” отражает отмеченное выше условие выбора оси вращения. Поступательная компонента движения описывается уравнением (3.3)
· Как мы видели, при анализе как вращательного, так и плоского движения используется момент инерции ТТ относительно оси. В ряде случаев для вычисления моментов инерции тел оказывается полезной теорема «о параллельных осях» (теорема Гюйгенса-Штейнера). Её содержание состоит в следующем: если известен момент инерции твёрдого тела относительно оси, проходящей через его центр масс Ic, то момент инерции относительно любой параллельной оси OZ равен

Iz = Ic + md2, 



(3.12)

где m – масса тела, а d – расстояние между осями.

Для однородных тел вращения момент инерции относительно оси симметрии OZ удобно вычислять с помощью формулы:





Iz = 
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(3.13)

Здесь ( – плотность тела; r(z) – уравнение образующей тела вращения. Эта зависимость определяется формой тела. Интеграл вычисляется вдоль оси тела в пределах его высоты h.

· При решении задач на динамику вращательного и плоского движения твёрдого тела нужно, прежде всего,
· выполнить все пункты методических рекомендаций предыдущего раздела;
· если одно или несколько тел задачи совершают вращательное движение относительно неподвижной в инерциальной системе отсчёта оси, то для этих тел необходимо записать соответствующий закон динамики (3.10);
· если тело совершает плоское движение, то законы динамики записываются для вращения относительно оси, проходящей через центр масс тела и для ускорения центра масс тела (3.10 и 3.3).
Далее следует записать
· уравнения кинематической связи, которое определяет соотношение между линейными ускорениями центров масс тел и угловыми ускорениями тел, совершающих вращательное или плоское движения.
· Решить полученную систему уравнений, найдя искомые величины. 

Примеры решения задач

3.1. Найти момент инерции тонкого кольца относительно оси, лежащей в плоскости кольца и проходящей через его центр. Масса кольца m = 0,2 кг, диаметр кольца D = 0,6 м.

Решение.


Предложим два способа решения задачи. Первый основан на прямом использовании определения момента инерции, второй – на применении теоремы о моменте инерции плоских тел (см. задачу 3.7) и результате вычисления момента инерции кольца относительно оси, перпендикулярной его плоскости (см. задачу 3.6).
а) Разобьём кольцо на малые элементы массы (mi – участки дуги окружности. Положение элемента удобно характеризовать углом, который образует радиус-вектор, соединяющий центр кольца и данный элемент массы с осью. По определению момент инерции кольца относительно оси OX равен:

Ix = 
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где ri – расстояние от оси до i-го элемента массы тела. При увеличении числа элементов разбиения N уменьшаются величины (mi и можно перейти к пределу 
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, где интегрирование ведется по всему объёму тела. Расстояние от оси до элемента массы равно (см. рис.):
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Величина dm легко выражается через плотность материала кольца и геометри-ческие параметры элемента массы (см. рис.):

dm = (dl = (Rd( .

Здесь ( – линейная плотность кольца (масса, приходящаяся на единицу его длины).

Как мы видим, интеграл по объёму тела сводится к обычному определённому – по всем значениям угла (, характеризующим все элементы тела, т.е. от 0 до 2(. Итак,
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Далее учтём, что масса всего кольца m = ((l = ((2(R, и запишем окончательно:
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б) Тот же результат можно получить и не проводя интегрирования. Нужно учесть, что момент инерции кольца, относительно оси, проходящей через его центр перпендикулярно плоскости кольца (ось OZ), равен

Iz = mR2.

Моменты инерции, относительно любой оси проходящей через его центр и лежащей в плоскости кольца, очевидно, одинаковы (например, взаимно перпендикулярные оси OX и OY). Тогда, используя теорему о моменте инерции плоских тел, получаем:
Iz = Ix + Iy = 2Ix = 2Iy
(
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Задача

3.2. «Машина Атвуда» (прибор для изучения законов равнопеременного движения) представляет собой систему с двумя грузами одинаковой массы M, связанными нитью перекинутой через массивный блок радиуса R (см. рис.). Если на один из грузов положить небольшой грузик m, то система придёт в ускоренное движение. Пусть экспериментально измеренное ускорение первого груза оказалось равным a. Определить по этим данным момент инерции блока I. Считать, что  невесомая и нерастяжимая нить не скользит по блоку, а сам блок вращается без трения. 

Решение

Выберем инерциальную систему отсчета, связанную с Землёй. Укажем все силы, действующие на грузы и блок. Т.к. нам предстоит рассмотреть поступательное движение грузов и вращательное движение блока, одну координатную ось направим вертикально вниз (ОХ), а другую (OZ) – перпендикулярно плоскости рисунка от нас вдоль оси блока*). Тогда в проекциях на эти оси соответствующие уравнения движения будут иметь  вид:
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(1)
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2

T

Mg

Ma

x

¢

-

=
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(2й закон Ньютона),
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(3)

(уравнение динамики вращательного движения барабана). Здесь Iz – момент инерции блока относительно оси Z. 

Знак проекций моментов сил Т1 и Т2 выбран с учетом направления оси Z: проекция вектора момента силы Т1 относительно любой точки на этой оси положительна, а силы Т2 – отрицательна. 

Cила натяжения 
[image: image25.wmf]2
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, с которой нить действует на груз, равна по модулю силе Т2, с которой нить действует на блок. Также обстоит дело и с силами 
[image: image26.wmf]1
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 и Т1. Это следует из условия невесомости нити. Уравнения кинематической связи можно получить, выразив длину нити через координаты тел системы:

L = x1 + (R + x2.

Дифференцируя это равенство дважды по времени и учитывая нерастяжимость нити (L = const), получаем связь между проекциями линейных ускорений грузов:

а1х = ( а2х = а.




(4)
Для того, чтобы вышеприведенная система уравнений была полной, необходимо связать линейное ускорение поступательно движущихся грузов с угловым ускорением вращающегося блока. Т.к. в соответствии с выбором направления оси Z момент силы Т1 обеспечивает блоку положительную проекцию углового ускорения (z, то проекция ускорения первого груза также положительна а1х > 0. Вспомним из кинематики, как связано тангенциальное ускорение точки при движении по окружности с её угловым ускорением:

 а( =((R .







Нить не скользит по поверхности блока, поэтому её точки имеют то же самое ускорение. Линейное ускорение точек нити на её вертикальных участках имеет такое же значение. А в силу нерастяжимости нити мы можем и для ускорений грузов окончательно записать уравнение кинематической связи:

а =((R .





(5)
Совместное решение уравнений (1) ( (5) приводит к искомому результату для момента инерции блока:
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Задача

3.3. Найти ускорение центра масс шара массой m, скатывающегося по наклонной плоскости, образующей угол ( с горизонтом. Коэффициент трения между поверхностью шара и наклонной плоскостью равен (.

[image: image44.wmf]1
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Решение

Выберем инерциальную систему отсчета, связанную с Землей. Одну из осей (X) неподвижной декартовой системы координат направим вдоль направления качения шара, т.е. парал-лельно плоскости, две другие – перпендикулярно к ней (см. рис.).
Силы, действующие на шар, изображены на рисунке. Уравнения динамики поступательного движения имеют вид:
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(1)

may = Fp – mg(cos( ,
ay = 0,

(2)

где aх и ay – соответствующие проекции ускорения центра масс шара. Относительно оси, проходящей через центр масс перпен-дикулярно плоскости качения, момент имеет только сила трения:
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(3)

Для дальнейшего необходимо уточнить характер движения шара. Если проскальзывание отсутствует, то Fтр является силой трения покоя и 0 ( Fтр ( (Fр, где ( – коэффициент трения скольжения. Следовательно Fтр представляет собой, наряду с aх, Fр и ( неизвестную величину. Для полноты системы необходимо добавить ещё одно уравнение. Отсутствие проскальзывания позволяет связать линейное и угловое ускорения шара: ах = ((R. 
Решая полученную систему, получаем:
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При наличие проскальзывания величины ах и ( больше не связаны. Дополнительным уравнением является выражение для силы трения скольжения:
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3.4. (Задача о «послушной катушке») На горизонтальной поверхности лежит катушка с намотанной на нее нитью. Катушка движется по поверхности без проскальзывания. Найти ускорение [image: image45.bmp]центра масс катушки. Массу катушки m, ее момент инерции I относительно собственной оси и угол α считать заданными. При каком угле  α  катушка останется неподвижной?

[image: image46.bmp]Решение






Укажем все силы, действующие на катушку. Выберем инерциальную систему отсчета, связанную с Землёй. Т.к. катушка может совершать плоское движение, представим его как совокупность поступательного и вращательного. Направим одну из координатных осей этой системы отсчёта вдоль горизонтальной поверхности (OX), вторую – вертикально вверх (OY). Так как  моменты всех сил приложенных к телу и его возможное угловое ускорение направлены вдоль оси катушки, направим третью координатную ось OZ перпендикулярно плоскости рисунка от нас через центр катушки.

Запишем уравнения движения катушки в проекциях на выбранные оси координат (ах – ускорение центра масс катушки):
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(2)

(2й закон Ньютона, поступательное движение);
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(3)

(уравнение динамики вращательного движения катушки). Здесь Iz – момент инерции блока относительно оси Z. Обратим внимание на знаки проекций моментов сил и углового ускорения на ось Z, а также на согласованность знаков проекций линейного и углового ускорений катушки – положительный знак проекции линейного ускорения соответствует ускоренному вращению катушки по часовой стрелке, т.е. положительной проекции линейного ускорения оси катушки аx.

Условие отсутствия проскальзывания катушки позволяет связать проекции этих ускорений:
аx =(z(R .




(5)

Совместное решение уравнений (1) ( (5) позволяет определить искомое ускорение центра катушки
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Проанализируем полученный результат. Видно, что знак проекции определяется соотношением величин cos( и 
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. При малых углах наклона “тянущей” нити, когда cos( > 
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, катушка катится с ускорением вправо. Если же cos( < 
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 (наклон нити большой), ускорение направлено влево. Наконец, при 
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 ускорение катушки равно нулю и при соответствующих начальных условиях она может оставаться неподвижной.

Задачи для самостоятельного решения.

3.5. Найти момент инерции тонкого стержня относительно оси, проходящей через его середину и образующей угол ( со стержнем. Масса стержня m, его длина l.

3.6. Вывести формулу для вычисления момента инерции тонкого обруча относительно оси, проходящей через центр обруча перпендикулярно его плоскости.

3.7. Доказать, что для любого плоского тела Iz = Ix + Iy, где X, Y и Z – взаимно перпендикулярные оси, причем оси X и Y лежат в плоскости тела, а ось Z перпендикулярна телу. Ix, Iy и Iz – моменты инерции относительно осей X, Y и Z соответственно.

3.8. Вывести формулу для вычисления момента инерции однородного диска относительно оси, проходящей через его центр и направленной перпендикулярно плоскости диска. Масса диска m, радиус R.
3.9. Вычислить момент инерции тонкого однородного диска относительно оси, проходящей через центр диска и лежащей в его плоскости. Масса диска m = 2 кг, радиус диска R = 0,4 м.
3.10. Показать, что момент инерции двухатомной молекулы относительно оси, проходящей через центр масс молекулы перпендикулярно ее оси, можно вычислять по формуле     Iz = (l2,

где ( =
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 – “приведенная масса молекулы”, а l – расстояние между атомами (“длина молекулы”).

3.11. * Вывести формулу для вычисления момента инерции однородного сплошного конуса относительно его оси симметрии. Масса конуса m, радиус основания R.
3.12. * Вывести формулу для вычисления момента инерции однородного шара относительно оси, проходящей через его центр. Масса шара m, радиус R.
3.13. Вычислить момент инерции и момент импульса земного шара. Воспользоваться справочными данными о параметрах земного шара.
3.14. Однородный круглый диск диаметром d = 10 см и массой m = 1 кг вращается вокруг своей оси, делая ν = 100 об/мин. Постоянная сила трения, будучи приложена к ободу диска, останавливает его за время ( = 1 мин. Найти величину этой силы.
3.15. На барабан массой M = 9 кг намотан шнур, к концу которого привязан груз массой m = 2 кг. Найти ускорение груза и силу натяжения шнура. Барабан считать однородным цилиндром. Трением на оси цилиндра пренебречь.
3.16. Для определения момента инерции махового колеса радиуса R = 0,5 м относительно оси проходящей через центр масс, колесо обмотали тонкой проволокой, к которой привязали гирю массой m = 8 кг. Продолжительность опускания гири с высоты h = 2 м при разматывании проволоки составила ( = 2 с. Найти момент инерции махового колеса, пренебрегая трением.
3.17. Сплошной цилиндр m = 1 кг насажен на ось. К оси цилиндра прикреплена невесомая нить, которая перекинута через [image: image47.bmp]блок. К концу нити привязан груз массы M = 2 кг (см. рис.). Считая, что цилиндр катится без проскальзывания, найти: а) ускорение груза, б) величину силы трения, действующей на цилиндр. При каком значении коэффициента трения не будет происходить проскальзывания?
3.18. [image: image48.bmp]* Конец веревки, намотанной на сплошной цилиндр, тянут с силой F. Радиус цилиндра R, масса m. При каком значении коэффициента трения скольжения ( цилиндр не будет проскальзывать?
3.19. В условиях задачи 3.4 найти силу трения между катушкой и столом.
3.20. * На горизонтальной плоскости лежит катушка, масса которой m = 50 г, а момент инерции относительно ее оси I = 5·10-6 кг(м2. На катушку намотана невесомая и нерастяжимая нить. Радиус внешнего слоя витков r = 2 см, радиус торцов катушки R = 3 см (см. рисунок к задаче 3.4). Коэффициент трения скольжения между катушкой и плоскостью ( = 0,2. Как ведет себя катушка, если сила F, с которой тянут за нить, и угол ( имеют следующие значения: а) F = 0,128 Н и ( = 30º; б) F = 0,1 Н и ( = 48,2º; в) F = 0,1 Н и ( = 30º и г) F = 0,1 Н и ( = 60º.
3.21. [image: image49.bmp]Однородный сплошной  цилиндр массы m = 1 кг висит в горизонтальном положении на двух намотанных на него невесомых нитях. Цилиндр отпускают без толчка. 
а) За  какое  время  (  цилиндр  опустится  на  высоту h = 50 см? б) Какое натяжение T испытывает при опускании цилиндра каждая из нитей?
3.22. * Однородный стержень массы m горизонтально подвешен к потолку посредством двух вертикальных нитей, прикрепленных к концам стержня. Найти натяжение одной из нитей сразу же после обрыва другой.
3.23. * Гироскоп одного из авиагоризонтов характеризуется следующими данными: масса m = 5 кг; момент инерции относительно собственной оси Iz = 8·10-3 кг·м2; гироскоп вращается вокруг собственной оси с частотой ( = 20000 об/мин. Определить период прецессии, вызванной тем, что центр тяжести гироскопа отстоит от точки опоры на расстояние l = 0,25 cм.

3.24. * Найти угловую скорость прецессии наклоненного волчка, прецессирующего под действием силы тяжести. Волчок имеет собственный момент инерции Iz, угловую скорость вращения (. Расстояние от точки опоры до центра тяжести волчка равно l.

3.25. * Доказать соотношение MО = MC + [R,P], где МО момент импульса системы материальных точек относительно начала О лабораторной системы отчета (Л-система); МC – момент импульса относительно центра масс С (собственный момент импульса), R – радиус-вектор центра масс в Л-системе, P – суммарный импульс системы точек, определенный в Л-системе. 

3.26. [image: image50.bmp]Обруч радиуса R и массы m катится без проскальзывания с постоянной скоростью V0 по горизонтальной плоскости. Найти модуль момента импульса обруча М(t), относительно точек 1, 2 (см. рис).
3.27. [image: image51.bmp]Однородный цилиндр радиуса R и массы m катится без проскальзывания с постоянной скоростью V0 по горизонтальной плоскости. Найти модуль момента импульса цилиндра М(t), относительно точек 1, 2, 3, 4, 5 (см. рис).

3.28. [image: image52.bmp]Небольшой брусок массы m соскальзывает с вершины наклонной плоскости. Записать выражение для: 
а) момента результирующей силы, действующей на брусок, относительно точки О, б) момента импульса бруска М(t), относительно точки О.
3.29. Небольшой мячик массы m брошен под углом ( к горизонту с начальной скоростью V0. Записать выражение для: 
а) момента силы, действующей на мячик, относительно точки бросания, б) момента импульса мячика М(t), относительно той же точки. Сопротивлением воздуха пренебречь.
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*) Это утверждение повторяет  “уравнение моментов” для системы МТ, доказательство которого см., например, П.К. Кашкаров, А.И. Ефимова «Механика и электромагнетизм» § 4.2 (стр. 28 – 30).


*)  На рисунке оси вынесены вправо. 
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