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Часть I. МЕХАНИКА. ЭЛЕКТРИЧЕСТВО 

Раздел первый. МЕХАНИКА 

§1. Кинематика материальной точки 
и абсолютно твёрдого тела 

• Кинематика – раздел механики, изучающий движение тел 
без анализа причин, обусловливающих это движение. Простейшей 
моделью физического тела является материальная точка 
(МТ), которой называют тело, размерами которого можно прене-
бречь в условиях данной задачи.  

Положение любого тела в пространстве может быть опреде-
лено только по отношению к системе отсчёта (СО). Для коли-
чественного описания движения с последней связывается си-
стема координат, в простейшем случае – декартова прямоуголь-
ная система координат. 

Положение МТ в такой системе задается радиус-вектором r


, 
проведённым из начала координат к данной точке: 

zyx ezeyexr

++= .     (1.1) 

• Вектор r


 , соединяющий начальную и конечную точки 
движения, называется перемещением. Линия, которую описывает 
МТ при своём движении, представляет собой траекторию. Она 
задается уравнением кривой. Путь l – это длина участка тра-

ектории, причём всегда справедливо rl


 . 

• Мгновенная скорость МТ есть первая производная радиус-
вектора по времени.  

dt

rd
V


= .       (1.2) 

В декартовой системе координат можно записать: 

zzyyxx eVeVeVV

++=  ,    (1.3) 

где xe


, ye


, ze


– базисные векторы (орты) координатных направ-

лений, а проекции скорости равны соответственно: 

dt

dx
Vx = ,

dt

dy
V y = , 

dt

dz
Vz = .    (1.4) 

Нетрудно показать, что модуль вектора скорости 
222

zyx VVVV ++=


 равен путевой скорости: 
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.
dt

dl
=v       (1.5) 

Зная мгновенную скорость как функцию времени, можно 
найти вектор перемещения МТ: 

dttVr
t

t
=
2

1

)(


,      (1.6) 

а также изменение координат и пройденный путь: 

=
2

1

t

t
x dttVx )( ; =

2

1

t

t
y ;dttVy )( =

2

1

t

t
z ;dttVz )( =

2

1

t

t

dttl )(v .     (1.7) 

• Мгновенным ускорением называется первая производная 
скорости по времени:

 
 

dt

Vd
a



= ,  zzyyxx eaeaeaa


++= ,  (1.8) 

где проекции ускорения равны: 
dt

dV
a x
x = ,

dt

dV
a

y

y =  и 
dt

dV
a z
z = . 

Зная функцию )t(a


, можно определить изменение вектора 

скорости за промежуток времени между моментами t1 и t2: 

=
2

1

t

t

dttaV )(


.       (1.9) 

Если известны, кроме того, начальные положение )0(r


 и ско-

рость )0(V


 

МТ, то нетрудно узнать закон изменения скорости и 

закон движения материальной точки: 

;)()0()(
0

dttaVtV
t

+=


     

(1.10) 

.)()0()(
0
+=
t

dttVrtr


  

   

(1.11) 

Вектор ускорения в общем случае составляет некоторый угол 
с касательной к траектории в данной точке. Часто оказывается 
удобным разложить вектор a


 на две составляющие: касатель-

ную к траектории в данной точке – a


 и перпендикулярную к 

касательной – na


: 

naaa


+=  .      (1.12) 

Векторы a


 и na


 называют тангенциальным и нормальным 

ускорениями соответственно. При этом их модули равны: 
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,aaa;
dt

d
a;

R
a n

кр

n
22

2

 +===
vv

   (1.13) 

где Rкр – радиус кривизны траектории. 

При описании криволинейного движения материальной точ-
ки удобно также пользоваться и угловыми характеристиками 
движения – угловыми перемещением, скоростью и ускорением. 

• Малым угловым перемещением МТ называют вектор 


δ , 

модуль которого равен углу поворота радиуса, проведённого от 
оси вращения к этой точке, и направленный вдоль указанной оси 
в соответствии с правилом правого винта.  

• Угловая скорость есть первая производная по времени уг-
лового перемещения: 

dt

d
=



ω .      (1.14) 

При движении МТ по окружности радиуса R линейная и угло-
вая скорости связаны между собой равенством: 

 R,V


ω= .      (1.15) 

• Угловым ускорением называют первую производную по 
времени от вектора угловой скорости: 

dt

dω
β


= .       (1.16) 

Если движение происходит в одной плоскости, то можно 
определить скалярную величину – угол поворота радиус-вектора МТ: 

.dtt
t

t
=
2

1

)ω(       (1.17) 

Положение твёрдого тела (ТТ) в пространстве полностью 
определяется заданием координат трёх не совпадающих друг с 
другом точек, то есть заданием положения треугольника.  

Простейшим типом движения ТТ является поступательное. 
При этом каждая прямая, связанная жёстко с ТТ, движется 
параллельно самой себе. При описании такого движения, когда 
все точки тела движутся по одинаковым траекториям, можно 
пользоваться соотношениями, определяющими кинематику ма-
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териальной точки. 
Другим простейшим видом представляется вращение ТТ око-

ло неподвижной оси, при котором все точки тела движутся 
по окружностям, центры которых лежат на одной прямой, 
называемой осью вращения. Описать такое движение можно все-
го лишь одной координатой, задав угол поворота ТТ относитель-
но фиксированного направления. 

Более сложным оказывается так называемое плоское дви-
жение ТТ, при котором все его точки движутся в параллель-
ных плоскостях. Такое движение можно представить, комбини-
руя поступательное движение тела и его поворот вокруг оси 
перпендикулярной плоскостям, в которых движутся точки ТТ. 
Тогда скорость любой точки тела равна: 

 ii rVV

,ω0 += ,      (1.18) 

где 0V


 – скорость поступательного движения оси поворота, ω


 – 

угловая скорость поворота, ir


 – радиус вектор, проведённый от 

оси вращения к i–ой точке ТТ. 
Необходимо подчеркнуть, что разложение движения на по-

ступательное и вращательное может быть произведено бесконеч-
ным числом способов. Ось вращения может быть выбрана произ-
вольно. При этом какую ось мы бы ни выбрали для описания 
движения, угловая скорость будет иметь одно и то же значение.  

Интересно отметить, что из множества способов разложения 
движения всегда можно найти такой, когда распределение ли-
нейных скоростей точек тела можно находить, считая, что в дан-
ный момент тело совершает только поворот вокруг некоторой 

оси. Её мгновенная скорость равна нулю ( 0V


 = 0) и она занимает 

разное положение в пространстве в разные моменты времени. 
Такую ось называют мгновенной осью вращения. 

Приступая к решению задач по разделу кинематика, сле-
дует, прежде всего 

▪ выбрать систему отсчёта, относительно которой рассматри-
вается движение тел задачи, и  

▪ связать с ней систему координат с учётом симметрии задачи 
(декартову, цилиндрическую, сферическую, …). 

▪ Далее необходимо спроектировать известные по условию за-
дачи векторы (ускорения, скорости, начального смещения) на 
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оси выбранной системы координат и, 

▪ используя приведенные выше соотношения для связи кине-
матических величин, записать соответствующие уравнения и 
найти искомые величины. 

Примеры решения задач 

1.1. Двигатель ракеты сообщает ей при взлёте постоянное уско-
рение a


, составляющее угол  с горизонтом. Через время  после 

старта двигатель выключают. Найти расстояние L между точками 
старта и падения ракеты, считая, что её движение началось без 
начальной скорости. Сопротивлением воздуха пренебречь. 

Решение 

Систему отсчёта естественно связать с Землёй и использовать 
прямоугольную декартову систему координат, поместив её начало в 
точку старта (рис. 1.1).  

По условию задачи известны точка вылета, начальная скорость 

( 0V


 = 0) и ускорения на первом (a


) и втором ( g


) этапе движения. 

На этапе пока работает двигатель можно записать: 

,)αcos()()(
0

0 tadttaVtV
t

xxx =+= 

 
,)αsin()()(

0
0 tadttaVtV

t

yyy =+= 

    
,

2
)αcos()()(

2

0
0

t
adttVxtx

t

x =+= 

 

 

.
2

)αsin()()(
2

0
0

t
adttVyty

t

y =+= 

 

X 

0 

 

a


 

L 

g


 

Y 

x() 

y() 

Рис. 1.1 



Часть I. Механика. Электричество 

 

 

15 

После выключения двигателя: 
Vx(t) = Vx(),        
Vy(t) = Vy() – g(t − ),      
x(t) = x() + Vx()(t − ),      

2

)τ(
)τ()(

2−
−=

tg
yty .      

Момент падения ракеты определяется условием y(1) = 0, где 
1 – время всего полёта ракеты. Отсюда 

g

y )τ(2
ττ1 = .       

Физический смысл имеет только одно решение, соответству-

ющее 1 > , т.е.  
g

)(y τ
ττ

2
1 += . 

Искомая дальность полёта находится из условия: 

=


+==
g

a
aaxL

22

1
2

τsinα
cosα

τ
cosα)(τ    

 













+=

g

a
a

αsin

2

1
αcosτ2 . 

1.2. Точка А находится на ободе колеса радиуса R, которое ка-

тится без проскальзывания с постоянной скоростью 0V


 по гори-

зонтальной плоскости. Найти скорость точки AV


 в произвольный 

момент времени. Написать уравнения траектории (в параметри-
ческой форме), по которой движется точка А, и найти её путь за 
один оборот колеса. 

Решение 

Рассмотрение будем вести 
относительно системы отсчё-
та, связанной с Землёй. Систе-
му координат расположим, как 
это показано на рисунке 1.2. 
Движение колеса – плоское. В 
частности, оно может быть 
представлено как совокуп-
ность поступательного пере-

X 
R 

 

Y 

A 

• 

• 

• 

0 

• 

0V


 

АV


 

Рис. 1.2 

O 
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мещения со скоростью движения оси колеса 0V


 и вращения относи-

тельно неё с угловой скоростью 
R

V0ω = . Если положение точки А 

относительно вертикального радиуса колеса охарактеризовать уг-
лом  – см. рис. 1.2, то её координаты в неподвижной системе в про-
извольный момент времени t можно представить так: 

−= sin)( 0 RtVtx , 

.cos)( −= RRty

  

или с учётом очевидных равенств tt ω)( = и 
R

V0ω = : 

,sin)( 0
0 t

R

V
RtVtx −=  

.cos)( 0 t
R

V
RRty −=

  

По сути, это, записанные в параметрической форме, уравнения 
циклоиды (параметром, при этом, выступает время t) – см. пунктир 
на рис. 1.2, а. 

Проекции скорости точки А по координатным осям равны: 

,cos1cos)()( 0
0

0
00 
















−=








−== t

R

V
Vt

R

V
VVt

dt

dx
tVx

   
.sin)()( 0

0 







== t

R

V
Vt

dt

dy
tVy

      

Модуль скорости точки V, как мы знаем, равен её путевой ско-
рости, поэтому: 

X 

Oм 

 

O 

Y 

0 

A 

• 

• 

• 
0V


 

АV


 

• 

Рис. 1.2, а 

Ar


 R 
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=















−=+== t

R

V
VtVtVt yx

0
0

22 cos12)()()(vVA   

  









=








= t

R

V
Vt

R

V
V

2
sin2

2
sin4 0

0
02

0 .  (*) 

За время Т одного полного оборота колеса его ось смещается 
на расстояние, равное периметру колеса (окружности): 

V0 T = 2R, т.е. 
0

2

V

R
T


= .      

Тогда путь, пройденный точкой А за это время Т (период) вдоль 
траектории равен: 

  =















−=








=








==

T T
T

T

R

V
Rdt

R

V
Vdt

R

V
VdttVl

0

2/

0

2/

0

00
0

0
0

0 2
cos8

2
sin4

2
sin2)(

RR 81
2

cos8 =







+−=


. 

Отметим, что распределение скоростей точек колеса в любой 
момент времени можно найти также, считая, что оно совершает по-
ворот относительно мгновенной оси вращения Ом (так как про-
скальзывание отсутствует, то в любой момент времени скорость 

точек касания колеса и плоскости равна нулю). Тогда  AA rV

,ω=  и, 

находя rA по теореме косинусов (
2

sin4cos22 22222 
=−= RRRrA  ), 

получаем:  









=


=


= t

R

V
VVRVA

2
sin2

2
sin2

2
sin2ω 0

00 .   

Естественно, что мы получили такой же результат (*), как и ранее. 

1.3. Зависимость модуля скорости частицы V от пройденного пу-
ти l  s*) определяется функцией V(s) = V0 − bs. 

а) Найти зависимость пути s от времени t. 

б) Определить зависимость модуля скорости V от t. 

 
*) В этой задаче путь для компактности нам удобнее обозначить одной буквой.  
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Решение 

а) Заданную зависимость V(s) от пройденного пути представим в 
виде: 









−−=

b

V
sb

dt

ds 0 .     (1) 

Равенство (1) представляет собой дифференциальное уравне-
ние первого порядка. Если провести замену переменной s на 

b

V
su 0−= , то, поскольку дифференциалы величин ds и du (малые 

приращения) не отличаются, равенство (1) принимает вид:  

bu
dt

du
−= .      (2) 

Это так называемое уравнение с разделяющимися перемен-
ными. Сначала оно приводится к виду:  

dtb
u

du
−= .      (3) 

А затем выполняется интегрирование правой и левой частей:  
constbtu +−=ln .     (4) 

Константу интегрирования удобно представить как lnu0, тогда 
после простых преобразований и потенцирования получим: 

tbeutu −= 0)( .      (5) 

Возвращаясь к исходной переменной 
b

V
us 0+= , запишем: 

tbeu
b

V
ts −+= 0

0)( .     (6) 

Константа u0, определяется из начальных условий – s(0) = 0: 

b

V
uu

b

V 0
00

0 10 −=+= .   

Итак, мы получили, что путь зависит от времени по закону: 

( )tbe
b

V
ts −−= 1)( 0 .     (8) 

б) Зависимость модуля скорости от времени получим, диффе-
ренцируя полученную функцию s(t) (путь) по времени (8): 

tbeVtV −= 0)( .      (9) 

Полученные зависимости представлены графически на рисун-
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ке 1.3 и имеют ясный, как нам кажется, физический смысл, кото-
рый мы предлагаем продумать читателю самостоятельно. 

1.4*. Лодка пересекает реку с постоянной относительно воды и 
перпендикулярной берегам скоростью Vотн = 0,3 м/с. Ширина ре-
ки равна H = 63 м. Скорость течения изменяется по параболиче-

скому закону 
2

2
0

0
2

4)( 







−−=
H

y
H

u
uyu , где y – расстояние от бере-

га, u0 – константа, равная 5 м/с. Найти снос лодки L вниз по тече-
нию от пункта её отправления до места причаливания на проти-
воположном берегу. 

Решение 

Как известно, механиче-
ское движение всегда но-
сит относительный харак-
тер – его характеристики 
различны в разных систе-
мах отсчёта. Поскольку в 
задаче дана скорость лод-
ки относительно воды, бу-
дем использовать две си-
стемы отсчёта – «непо-
движную», связанную с 
берегом, и «движущуюся» – 

X 

0 

 

H 

)( yu


 
отнV


 

L 

Y 

Рис. 1.4 

t 0 

V 

V0/b 

V0 

s V(t) 

   s(t) 

Рис. 1.3 
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связанную с водой в реке. Направим координатные оси обеих 
систем отсчёта вдоль берега (OX) и перпендикулярно к нему (OY). 
По закону сложения скоростей Галилея скорость лодки относи-
тельно неподвижной системы отсчёта равна сумме скорости 
лодки относительно движущейся системы отсчёта (воды) и ско-
рости движущейся системы отсчёта относительно неподвижной 
(берега): 

отнVuV


+=   

Сложное движение лодки можно представить как сумму двух 
более простых – вдоль берега и перпендикулярно к нему. Первое 
происходит со скоростью движения воды относительно берега 
u(y), второе – со скоростью лодки относительно воды Vотн. По-
скольку вдоль оси OY движение является равномерным закон 
этого движения можно записать в виде: 

y(t) = V отн t .       ( 1 )  
Это позволяет определить зависимость изменения скорости 

лодки вдоль оси OX от времени. Последнее необходимо для 
определения изменения координаты в каждом направлении, как 
интеграл соответствующих функций скорости по времени в пре-
делах «времени переправы»  : 

===
τ

0

)()τ()τ( dttVHyy y ,    (2) 

===
τ

0

)()τ()τ( dttVLxx x .   (3) 

Интеграл в равенстве (2) легко вычисляется и, поскольку ши-
рина реки H известна, это позволяет найти время переправы: 

отнотн

τ

0
отн

τ

0

/ττ)( VHVdtVdttVH y ====  .  (4) 

Для определения сноса лодки вниз по течению L = x() при-
дётся провести довольно кропотливую, но несложную процедуру 
вычисления соответствующих интегралов: 

=







−−==   dt
H

)t(y
H

u
dtudt)t(uL

τ ττ

0 0

2

2

0
0

0 2
4

=







−−  dt
H

tV
H

u
dtu

τ τ

отн
0 0

2

2

0
0

2
4  
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Итак, снос лодки с учётом численных данных задачи равен: 

700
3

2 0 == H
V

u
L

отн

м. 

Задачи для самостоятельного решения 

1.5. Атом в молекуле, совершая так называемые «маятнико-
вые колебания», движется по дуге 
окружности радиуса R по закону 
s = s0cos(t) (s – криволинейная координа-
та вдоль дуги). Найти полное ускорение 
атома в точках а) s = 0 и б) s = ±s0. Считать 
R = 10-9 м, s0 = 10-10 м и  = 1013 радс-1. 

1.6. Частица движется по круговой орбите радиуса R так, что 
зависимость угла поворота радиус-вектора от времени имеет вид: 
(t) = a + bt − ct 2 . Найти зависимость от времени: 1) угловой ско-
рости, 2) линейной скорости, 3) тангенциального ускорения, 4) 
нормального ускорения и 5) полного ускорения частицы. 

1.7. Шар вращается вокруг оси, проходящей через его центр с 
помощью электромотора с частотой  = 1800 об/мин. После вы-
ключения электромотора шар, вращаясь равнозамедленно, со-
вершил N = 150 оборотов и остановился. Сколько времени про-

R 

-s0 

0 

+s0 
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шло с момента выключения до остановки. 

1.8. Диск электропроигрывателя вращается с постоянной уг-
ловой скоростью, делая  = 33,(3) об/мин. После выключения 
двигателя диск останавливается за счёт трения через  = 20 c. 
Считая движение равнозамедленным, найти, сколько оборотов 
сделает диск после выключения двигателя до полной остановки. 

1.9. Маховик вращается, совершая 0 = 20 об/с. После выклю-
чения двигателя, вращавшего маховик, он остановился, сделав 
N = 250 оборотов. Считая движение равнозамедленным, найти 
угловое ускорение маховика. 

1.10. Закон изменения радиус-вектора частицы имеет вид: 

zyx eetettr

++= 423 22)( . Вычислить а) модуль перемещения 

r


  за первые 10 с движения; б) путь l, пройденный частицей за 

это время. Объяснить полученные результаты. 

1.11. Закон изменения радиус-вектора частицы имеет вид: 

zyx eetetr

++= 123 2  (м). Найти: а) зависимости от времени 

скорости V


 и ускорения a


 частицы, б) модуль скорости в момент 

времени  = 1 c, в) приближённое значение пути l11, пройденно-
го частицей за 11-ю секунду движения.  

1.12. Точка движется ускоренно по окружности вокруг непо-
движной оси. Указать направления векторов линейной и угловой 
скорости, а также линейного и углового ускорения. 

1.13. Укажите на чертеже направления вектора линейного 
ускорения математического маятника в следующих случаях: а) в 
момент прохождения положения равновесия, б) в крайнем поло-
жении, в) в промежуточном положении. Какие силы создают 
ускорение в рассмотренных случаях? 

1.14. Укажите на чертеже направление углового ускорения 
точек диска в следующих случаях: а) диск вращается вокруг соб-
ственной неподвижной оси с возрастающей угловой скоростью, 
б) скорость вращения диска остается неизменной, а направление 
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оси вращения поворачивается. 

1.15. Точка совершает гармонические колебания вдоль оси X с 
амплитудой А = 4 см и частотой  = 5 Гц. Найти проекции скоро-
сти Vx и ускорения ax точки в тот момент, когда её смещение от 
положения равновесия определено координатой x1 = 2 см. 

1.16. Точка движется по окружности радиуса R = 20 см с по-
стоянным тангенциальным ускорением a = 5 см/c2. Через какое 
время после начала движения нормальное ускорение аn будет: а) 
равно тангенциальному, б) вдвое больше тангенциального?  

1.17. Компоненты скорости частицы изменяются со временем 
по законам: Vx = Аcost, Vy = Аsint и Vz = 0, где А и  – константы. 
Найти модуль скорости частицы, модуль ускорения, а также угол 
между векторами скорости и ускорения. На основании получен-
ных результатов сделать вывод о характере движения частицы. 

1.18. Зависимость координат частицы от времени имеет вид: 
x = Аcost, y = Аsint и z = 0 (А и  − константы). Определить ра-

диус-вектор r


, скорость V


 и ускорение a


 частицы, а также их 

модули. Найти: 

а) скалярное произведение векторов r


 и V


; б) скалярное 

произведение векторов r


 и a


. Что означают полученные ре-
зультаты? 

в) Записать уравнение траектории частицы.  
г) В каком направлении движется по траектории частица?  
д) Охарактеризовать движение частицы. 

1.19. Модуль скорости частицы меняется по закону V = V0e–bt. 
Каков физический смысл константы b? 

1.20. Материальная точка движется по прямой с начальной 
скоростью V0 = 4 м/c, причём ускорение точки направлено в сто-

рону, противоположную вектору 0V


, и его модуль изменяется со 

временем по закону a = kt2. Определить перемещение точки за 
первые  = 3 c движения и её среднюю скорость за этот же про-
межуток времени. (k = 1 м/с4). 
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1.21. Цилиндрическое тело замедленно вращается в вязкой 
среде вокруг своей оси. При этом модуль углового ускорения 
прямо пропорционален угловой скорости. Найти: 

а) закон изменения угловой скорости и построить график  = f(t);  
б) за какой промежуток времени угловая скорость уменьшится в 

n1 = 6 раз, если известно, что в n2 = 2 раза она уменьшается за 
время t2 = 20 с. Начальная скорость вращения равна 0. 

1.22. Колесо вращается с постоянным угловым ускорением 
 = 2 рад/с2. Через  = 0,5 с после начала движения полное уско-
рение точек обода колеса стало равно a = 13,6 см/с2. Найти ради-
ус колеса. 

1.23. Цилиндр катится без скольжения со 

скоростью 0V


 (см. рис. 1.4). Найти скорости 

точек 1, 2 и 3. Выразить их через орты коор-
динатных осей. 

1.24. Найти ускорение точки 2 в условиях 
предыдущей задачи. 

1.25*. На обод колеса, имеющего неподвижную горизонталь-
ную ось, намотана нить, на конце которой подвешен груз. В не-
который момент груз начинает опускаться с постоянным уско-
рением а0 и при этом приводит во вращение колесо. Найти пол-
ное ускорение точек обода колеса в зависимости от высоты h, на 
которую опускается груз. Радиус колеса R. 

1.26. Лодка пересекает реку с постоянной относительно воды 

скоростью отнV


, перпендикулярной к течению. Скорость течения 

реки, ширина которой d, равна нулю у берегов и линейно возрас-
тает по мере приближения к середине реки, где достигает мак-
симального значения u0 {т.е. u(y) = 2u0y/d при 0  y  d/2 и 
u(y) = 2u0 – 2u0y/d при d/2  y  d}. Каков снос лодки Х вниз по 
течению, от места её отправления до причала на противопо-
ложном берегу реки? Оси X и Y направлены вдоль и перпендику-
лярно берегу соответственно. 

1 
• • 

0V


 

• 
2 

3 • 

Рис. 1.4 
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§2. Динамика материальной точки 

Изучая механическое движение, динамика выясняет причины 
того или иного характера этого движения. Они обусловлены вза-
имодействием между телами. Мерой взаимодействия тела с 
окружающими его телами и полями является сила. 

Основу динамики материальной точки составляют законы 
Ньютона. Первый закон, даёт критерий выбора инерциальных си-
стем отсчета (ИСО): в таких системах тело, на которое не дей-
ствуют другие тела, движется равномерно и прямолинейно.  

Для нахождения ускорения материальной точки используют 
равенство, соответствующее второму закону Ньютона: 

F
dt

rd
m



=
2

2

.      (2.1) 

Здесь r


 – радиус вектор, определяющий положение точки в 

пространстве, F

 – сумма всех сил, действующих на материаль-

ную точку. С точки зрения математики записанное равенство 
может рассматриваться как дифференциальное уравнение вто-
рого порядка, решая которое с учётом начальных условий дви-
жения, можно найти зависимость координат материальной точ-
ки от времени (закон движения). По этой причине уравнение 
второго закона Ньютона называют также уравнением движе-
ния. Необходимо помнить, что второй закон Ньютона справедлив 
только в инерциальных системах отсчета. 

В декартовых координатах уравнение второго закона Ньюто-
на приобретает вид 

xF
dt

xd
m =

2

2

, yF
dt

yd
m =

2

2

, zF
dt

zd
m =

2

2

.  (2.2) 

Силовое воздействие всегда носит характер взаимодействия. 
При этом, как утверждает третий закон Ньютона: 

Силы взаимодействия двух МТ равны по модулю, противопо-
ложно направлены и действуют вдоль прямой, соединяющей эти 
точки. 

При анализе движения тел с помощью законов Ньютона прихо-
дится иметь дело с различными типами сил. Для многих из них из-
вестны законы, определяющие зависимость силы взаимодействия 
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от расстояний, характеристик тел, состояния их движения.*) 

1. Силы Всемирного тяготения. Две материальные точки с 
массами m1 и m2 притягиваются друг к другу с силами 

r

r

r

mm
GF 12

2

21
12


=   и 1221 FF


−= .  (2.3) 

Вблизи поверхности Земли сила тяжести равна:  

( )
mg

R

mM
G

hR

mM
GF

ЗЗ

G =
+

=
22

,    (2.4) 

где h – высота тела массой m над поверхностью Земли, 
2

ЗR

M
Gg =  – 

ускорение свободного падения, M – масса Земли, RЗ – её радиус. 

2. Упругие силы, возникающие при деформации тел (в частно-
сти, это различные силы реакции опор, натяжения нитей и т.д.). В 
некотором интервале деформаций тел (например, пружин, 
стержней) выполняется закон Гука: 

0llkFупр −= ,       (2.5)  

где 0ll −  – величина деформации тела, k – коэффициент упруго-

сти. При этом сила упругости всегда противоположна направле-
нию деформации тела. 

3. Силы трения 
Для сухого трения скольжения в первом приближении сила не 

зависит от модуля скорости: 

V

V
FF N

ск
тр




−= μ , N
ск

тр FF μ= ,    (2.6)  

где V


 – скорость относительного движения тел, FN – нормальная 

составляющая силы реакции опоры,  – коэффициент трения 
скольжения. 

При движении тел в жидких или газообразных средах возни-
кает сила вязкого трения. При малых скоростях она пропорцио-
нальна скорости движения тела относительно среды: 

VrF вязк
тр


−= ,       (2.7) 

где r – коэффициент вязкого трения.  

 
*) Подробнее о законах этих взаимодействий см. П.К. Кашкаров, А.И. Ефимова, А.В. 

Зотеев, С.Н. Козлов «Курс лекций по общей физике для химических факультетов уни-

верситетов» § 3.4 (стр. 41 – 43), а также в других разделах данного пособия. 
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4. Электромагнитные силы, возникающие при взаимодей-
ствии электрически заряженных частиц друг с другом или с 
электрическими и магнитными полями, описываются обобщён-
ной силой Лоренца: 

 BVqEqFЛ


,+= ,      (2.8) 

где E


 и B


– векторы напряжённости электрического и индукции 

магнитного полей, а V


 – скорость частицы. 

При решении задач на эту тему следует  

▪ выбрать инерциальную систему отсчета;  

▪ на рисунке изобразить все силы, действующие на тела, рас-
сматриваемые в задаче и спроецировать их на координатные 
оси;  

▪ записать равенства, соответствующие второму закону Нью-
тона (уравнения движения) в проекциях на каждую ось коорди-
нат;  

▪ если в задаче рассматривается движение двух и более тел, 
необходимо добавить равенства, связывающие ускорения этих 
тел (уравнения кинематической связи). 

▪ Решить полученную систему уравнений, найдя искомые ве-
личины.  

Примеры решения задач 

2.1. Найти ускорения 
тел в системе, изображён-
ной на рисунке. Массы всех 
грузов известны. Блоки 
считать невесомыми, а 
нить нерастяжимой, тре-
нием пренебречь. 

Решение 

а) Инерциальную си-
стему отсчёта, свяжем с 
Землёй. Начало одномерной 
системы координат выбе-
рем на уровне осей непо-
движных блоков.  Рис. 2.1 
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б) Так как блоки по условию задачи невесомы, то сила натя-
жения нити будет постоянна по величине вдоль всей нити.  

в) Запишем уравнения движения для каждого из тел: 
,Tgmam x −= 111       (1) 

,Tgmam x 2222 −=      (2) 

.Tgmam x −= 333       (3) 

г) Уравнение кинематической связи можно получить, выразив 
длину нити через координаты тел системы: 

L = x1 + R1 + (x2 − b) + R2 + (x2 − b) + R3 + x3 = const. 
Продифференцировав это равенство дважды, получаем связь 

между проекциями ускорений тел: 
02 321 =++ xxx aaa .     (4) 

д) Объединяя записанные уравнения (1–4) в систему, находим: 

g
mmmmmm

mmmmmm
a x

313221

313221
1

4

43

++

+−
= ,     

g
mmmmmm

mmmmmm
a x

313221

313221
2

4

4

++

−+
= ,     

g
mmmmmm

mmmmmm
a x

313221

312132
3

4

43

++

+−
= .     

2.2. Свинцовая дробинка помещена в высокий сосуд с жидко-
стью и отпущена без начальной скорости. Считая, что сила вяз-
кого трения пропорциональна скорости движения дробинки, 
найти закон изменения этой скорости от времени V(t). Размеры 
дробинки, свойства жидкости и коэффициент силы вязкого тре-
ния r считать известными. 

Решение 

Укажем, прежде всего, все силы, действующие на дробинку: 

gm


 – сила тяжести, AF


 – архимедова сила, cF


 – сила сопротивле-

ния (вязкого трения) со стороны жидкости. Выберем инерци-
альную систему отсчёта, связанную с Землёй. Поскольку движе-
ние является одномерным, достаточно использовать всего одну 
координатную ось Х, направленную вертикально вниз (см. рис. 2.2).  

Тогда в проекциях на эту ось уравнение движения дробинки 
(запись второго закона Ньютона) будет иметь вид: 
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cA FFmg
dt

dV
m −−= .   (1) 

Сила вязкого трения при движении тела в 
жидкости зависит от скорости движения. 
При небольших скоростях эта зависимость, 
как и предложено считать в условии дан-
ной задачи, прямо пропорциональная: 
Fc = rV (коэффициент пропорциональности 
r зависит от размеров и формы тела, а так-
же от вязких свойств среды). Архимедова 
сила равна FА = g, где  – объём тела, а  – 
плотность жидкости, т.е. является кон-
стантой, не зависящей от скорости. 

Подставляя соответствующие величины 
в уравнение движения шарика, получаем: 

.AFVrmg
dt

dV
m −−=    (2) 

Это дифференциальное уравнение отно-
сительно искомой функции V(t). Чтобы ре-
шить приведём его к виду, удобному для 

интегрирования, используя стандартный приём замены пере-
менной (см., например, задачу 1.3): 

,
k

Fmg
V

m

r

dt

dV A 






 −
−−=      (3) 

r

Fmg
Vu A−
−= , .u

m

r

dt

du
−=     (4) 

Теперь переменные разделяются – ,dt
m

r

u

du
−=  и можно про-

интегрировать обе части равенства: 

.Ct
m

r
u 1+−=ln  Откуда после потенцирования находим: 

.eCtu
t

m

r
−

=)(        

Вернёмся теперь к исходной функции:  

.eC
r

Fmg
tV

t
m

r

A
−

+
−

=)(       

Подстановка начального условия задачи V(0) = 0 позволяет 

gm


 

AF


 

X 

cF


 

Рис. 2.2 
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определить константу интегрирования 
r

Fmg
C A−

−= , и записать 

окончательно искомый закон изменения скорости дробинки:  

.e
r

Fmg
tV

t
m

r

A














−

−
=

−

1)(  

Видно, что скорость дробинки сначала увеличивается довольно 
быстро, но затем её рост замедляется, и она экспоненциально 
стремится к скорости “установившегося движения”: 

r

Fmg
V A−

=уст , .eV)t(V
t

m

r














−=

−

1уст  

Данная зависимость представлена на рисунке 2.3. 

2.3. Через какой промежуток времени  в условиях предыду-
щей задачи скорость шарика достигнет а) половины от значения 
установившейся скорости? б) 99% от Vуст? 

Решение 

Для ответа на поставленные вопросы достаточно решить ал-
гебраические уравнения: 

 V(t)

0 t 

V 

0,5V0 

0,99V0 

1 = (m/r)ln2 2 = 2(m/r)ln10 

Vуст = (mg – FA)/r 

Рис. 2.3 
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a) 













−=

− 1

150
τ

устуст
m

r

eVV, , откуда ,
m

r
,,e m

r

250 1

1

lnτ
τ

==
−

 

 = 2lnτ1
r

m
0,3 с.      

б) 













−=

− 2

1990 00

τ
m

r

eVV, , откуда ,
m

r
,,e m

r

102010 2

1

lnτ
τ

==
−

 

= 1022 lnτ
r

m
2 с.     

Данные моменты времени отмечены на рисунке 2.3. 

2.4. Однородное электрическое (Е = 300 В/м) и магнитное 
(В = 10-4 Тл) поля направлены взаимно перпендикулярно. Каковы 
должны быть направление и модуль скорости электрона, чтобы 
его траектория была прямолинейной? 

Решение 

Движение электрона будет прямолинейным в случае, если у 
него отсутствует ускорение 
или оно совпадает по направ-
лению с вектором начальной 
скорости электрона. Послед-
ний случай не может быть 
реализован, т.к. со стороны 
магнитного поля на движу-
щуюся заряженную частицу 
действует сила Лоренца: 

 B,VqFЛ


= ,  

где V


 – скорость движения 

частицы, q – её заряд. Эта сила 
всегда направлена перпендикулярно вектору скорости. Ускоре-
ние электрона может быть равно нулю, если сила Лоренца ока-
жется скомпенсирована силой, действующей на электрон со сто-

роны электрического поля: ЕqFэ


= . Итак,  BVqEq


,−= . Скорость 

электрона, при этом, должна быть равна по модулю: 

c/м
Тл

м/В

B

E
V 6

4
103

10
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===

−
,     
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

 

B


 

E


 

e • 

эF


 

ЛF
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  

  

  

  

Рис. 2.4 
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а её направление должно обеспечить противоположное направ-

ление векторов Е


 и  B,V


. Чтобы определить это направление 

нужно вспомнить правило «левой руки» и учесть отрицательный 
знак заряда электрона (см. рис. 2.4). 

2.5. На столе лежит доска массы M = 1 кг, а на доске – груз мас-
сы m = 2 кг. Какую силу F нужно приложить к доске, чтобы доска 

выскользнула из-под груза? Коэффициент трения между грузом 
и доской 1 = 0,25, а между доской и столом 2 = 0,5. 

Решение 
Выберем инерциальную систему отсчёта, связанную с Землёй. 

Направим одну из координатных осей этой системы отсчёта го-
ризонтально вдоль поверхности стола (OX) и другую – перпенди-
кулярно к ней (OY). Укажем на рисунке все силы, действующие на 
груз и доску в условиях данной задачи. Далее запишем уравне-
ния движения груза и доски в проекциях на выбранные оси ко-
ординат: 

,Fma тр
(1)=1       (1) 

,FFFMa тртр
(2)(1) −−=2      (2) 

0 = mg – FN1,      (3) 
0 = Mg + P – FN2.      (4) 

В уравнении (2) учтено, что по 3-му закону Ньютона силы 
трения, действующие между грузом и доской, равны по модулю и 
противоположны по направлению. По той же причине равны мо-
дули сил Р и FN1: 
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1NF
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)1(
трF
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трF
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F
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

 

m 

Рис. 2.5 
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Р = FN1.       (5) 
Пусть приложенная к доске сила F такова, что груз не сколь-

зит по поверхности доски – тела движутся совместно. Это позво-
ляет записать очень простое уравнение кинематической связи: 

а1 = а2 = а.      (6) 

В уравнениях (1) и (2) сила )(
трF 1  – сила трения покоя, а )(

трF 2 – 

трения скольжения. Последняя по закону Кулона – Амонтона для 
трения скольжения имеет значение 

22

2

N
ск

тр
)(

тр FFF == μ .     (7) 

Условие совместного движения тел, очевидно, предполагает, 
что сила F имеет значение меньше искомого, так как с ростом 
этой силы растёт ускорение системы и должна увеличиваться 

сила )(
трF 1 , обеспечивающая ускорение грузу (см. уравнение (1)). 

При некотором значении ускорения, а значит и силы F, сила до-
стигает максимального для трения покоя величины 1FN1 и 
дальнейшее увеличение F приведёт к соскальзыванию груза. Это-
то значение силы Fmin и требуется определить по условию задачи.  

Подставляя в уравнения движения значения сил трения 1FN1 
и 2FN2, получаем искомую пороговую величину силы F, при ко-
торой ещё возможно движение без проскальзывания: 

gmMFпор )()μ(μ 21 ++= .     

Доска выскользнет из-под груза, если сила F превысит 
найденное пороговое значение, то есть при условии: 

gmMF )()μ(μ 21 ++ .      

Задачи для самостоятельного решения 

2.6. Воздушный шар массы M опускается с постоянной скоро-
стью. Балласт какой массы Δm надо выбросить, чтобы шар начал 
подниматься с той же скоростью? Подъёмную силу F шара счи-
тать известной и постоянной. 

2.7. Оценить частоту вращения и ускорение электрона в ато-
ме водорода в модели Бора, приняв радиус орбиты r = 10-10 м. За-
ряд электрона e = –1,6·10-19 Кл, масса электрона me = 9,1·10-31 кг. 
Электрическая постоянная системы СИ ε0 = 8,85·10-12 Ф/м. 

2.8. Найти скорость электрона, который движется в магнит-
ном поле, модуль индукции которого В = 2·10-3 Тл, по винтовой 
линии с радиусом R = 2 см и шагом h = 5 см. me  и e известны. 
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2.9. Каковы нормальное и тангенциальное ускорения элек-
трона, который движется в совпадающих по направлению элек-

трическом и магнитном полях с напряжённостью E


и индукцией 

B


 соответственно? Рассмотреть два случая: 1) скорость электро-
на направлена вдоль полей и 2) скорость электрона направлена 
перпендикулярно к ним. Масса me и заряд e электрона известны. 

2.10. Однозарядные ио-
ны изотопов калия с мо-
лярными массами 1 = 39 
г/моль и 2 = 41 г/моль 
ускоряются электрическим 
полем с разностью потен-
циалов u = 300 В и попада-
ют в однородное магнит-
ное поле, перпендикуляр-
ное направлению их дви-
жения. Индукция магнитного поля В = 8·10-2 Тл. Найти: а) на ка-
ком расстоянии S друг от друга ионы попадут на фотопластинку 
(см. рис. 2.6), б) какой из ионов раньше достигнет фотопластин-
ки, если в магнитное поле они влетают одновременно. Взаимо-
действием ионов пренебречь.  

2.11. В масс-спектрометре Бэйнбриджа расстояние между вы-
ходной щелью селектора скоростей (см. рис. 2.7) и входной ще-
лью прибора, регистрирующего ионы, l = 400 мм. Индукция маг-
нитных полей B1 = B2 = 50 мТл. При плавном изменении напря-
женности электрического поля селектора наблюдаются пики 
ионного тока при значениях 
напряженности E1 = 120 
В/см и E2 = 160 В/см. Опре-
делить относительные 
атомные массы A1 и A2 соот-
ветствующих ионов, пола-
гая их однозарядными. 
Идентифицировать эти ио-
ны (т.е. указать, какому хи-
мическому элементу они 
соответствуют).  
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§3. Динамика твёрдого тела 

• При поступательном движении твёрдого тела все его 
точки движутся по одинаковым траекториям и в любой момент 
времени имеют одинаковые кинематические характеристики. Сле-
довательно, в этом случае достаточно описать движение центра 
масс тела, используя второй закон Ньютона так же, как это реко-
мендовалось в предыдущем разделе. 

o Центр масс тела – это точка, положение которой опреде-
ляется равенством: 





=

=





=
n

i
i

n

i
ii

c

m

rm
r

1

1




.      (3.1) 

где ir


 – радиус вектор i – го малого элемента, на которые можно 

разбить тело, mi – масса этого элемента. Очевидно, масса тела 


=

=
n

i
imm

1
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1
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Легко показать, что импульс системы материальных точек, 

равный 
=

=
n

i
iiVmP

1


, можно записать, используя скорость центра 

масс: 

cVmP


= .      (3.2) 

В соответствии с теоремой о движении центра масс в инерци-
альной системе отсчёта он движется так же, как материальная 
точка массы m под действием всех внешних сил, приложенных к 
телу (и при тех же начальных условиях, конечно): 


=

=
n

i
ic Fam

1


.      (3.3) 

• Для анализа вращательного и плоского движений твёр-
дого тела вводятся дополнительные понятия. 

o Момент силы F


 относительно точки пространства О:  

][ F,rN


= ,      (3.4)  

где r


 – радиус-вектор, проведённый из точки О в точку приложе-

ния силы F


. 
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o Момент импульса материальной точки относительно 
точки О: 

][ p,rM


=  или ],[ VmrM


= .    (3.5) 

o Момент импульса твёрдого тела (совокупность матери-
альных точек) относительно точки О:  

=
n

i
ii p,rM ][


 или  =
n

i
iii VmrM ],[


,   (3.6) 

где ir


 – радиус вектор i – го элемента ТТ массой mi, проведён-

ный из точки О.  

o В инерциальной системе отсчёта производная по времени 
от момента импульса твёрдого тела относительно неподвижной 
точки пространства О равна суммарному моменту внешних сил, 
действующих на это тело, относительно той же точки О *): 


=

=
n

i

внешн
iN

dt

Md

1




.      (3.7) 

• При описании вращения ТТ вокруг неподвижной оси 

векторы моментов сил внешн
iN


 и импульса M


 можно спроециро-

вать на некоторую ось OZ, содержащую точку О. Указанные про-
екции называют моментами относительно оси. Это позволяет 
перейти к скалярной форме записи уравнения моментов: 


=

=
n

i

внеш
zi

z N
dt

dM

1

.      (3.8) 

Можно показать, что ωω z

n

i

iiz IRmM =









= 

=1

2 . Здесь Iz – момент 

инерции твёрдого тела относительно оси OZ, который находится 
суммированием моментов инерции малых элементов, составля-
ющих ТТ:  

 .RmI
n

i
iiz 

=

=
1

2       (3.9) 

где Ri – расстояние от i –го элемента тела до оси OZ.  
С учётом этого равенство (3.8) приводит к основному уравне-

 
*) Это утверждение повторяет “уравнение моментов” для системы МТ, доказательство 
которого, см., например, П.К. Кашкаров, А.И. Ефимова, А.В. Зотеев, С.Н. Козлов «Курс 

лекций по общей физике для химических факультетов университетов» § 4.2 (стр. 47–49). 
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нию динамики вращательного движения твёрдого тела: 


=

=
n

i
ziz

внеш

NI
1

β .      (3.10) 

Здесь dtd /ωβ=  – проекция углового ускорения на ось OZ. Запи-

санное равенство является аналогом второго закона Ньютона, но 
для вращательного движения ТТ.  

• При любом разбиении плоского движения ТТ на поступа-
тельное и вращательное ось вращения ориентирована перпен-
дикулярно плоскостям, в которых происходит движение точек 
ТТ. Однако при наличии внешних сил эта ось движется с ускоре-
нием и уравнение, полученное для оси, неподвижной относи-
тельно инерциальной СО, вообще говоря, неприменимо. В един-
ственном случае, когда ось проходит через центр масс тела – точку 
«С», уравнение (3.10) сохраняет свой вид и для такого случая: 


=

=
n

i
ciс

внеш

NI
1

β ,      (3.10, а) 

где индекс “с” отражает отмеченное выше условие выбора оси 
вращения. Поступательная компонента движения описывается 
уравнением (3.3) 

• Как мы видели, при анализе как вращательного, так и 
плоского движения используется момент инерции ТТ относи-
тельно оси. В ряде случаев для вычисления моментов инерции 
тел оказывается полезной «теорема о параллельных осях» (тео-
рема Гюйгенса-Штейнера). Её содержание состоит в следую-
щем: если известен момент инерции твёрдого тела относительно 
оси, проходящей через его центр масс Ic, то момент инерции Iz 
относительно любой другой параллельной ей оси OZ равен 

Iz = Ic + ml 2 ,       (3.12) 
где m – масса тела, а l – расстояние между осями. 

Для однородных тел вращения момент инерции относительно 
оси симметрии OZ удобно вычислять с помощью формулы: 




=

h

z dzzrI
0

4

2
)( .     (3.13) 

Здесь  – плотность тела; r(z) – уравнение образующей тела вра-
щения. Эта зависимость определяется формой тела. Интеграл 
вычисляется вдоль оси симметрии тела в пределах его высоты h. 

• При решении задач на динамику вращательного и плоско-
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го движения твёрдого тела нужно, прежде всего, 
✓ выполнить все пункты методических рекомендаций 

предыдущего раздела; 
✓ если одно или несколько тел задачи совершают враща-

тельное движение относительно неподвижной в инерциальной 
системе отсчёта оси, то для этих тел необходимо записать соот-
ветствующий закон динамики (3.10); 

✓ если тело совершает плоское движение, то законы дина-
мики записываются для вращения относительно оси, проходя-
щей через центр масс тела и для ускорения центра масс тела 
(3.10 и 3.3). 

Далее следует записать 
✓ уравнения кинематической связи, которое определяет со-

отношение между линейными ускорениями центров масс тел и 
угловыми ускорениями тел, совершающих вращательное или 
плоское движения. 

✓ Решить полученную систему уравнений, найдя искомые 
величины.  

Примеры решения задач 

3.1. Найти момент инерции тонкого кольца относительно оси, 
лежащей в плоскости кольца и проходящей через его центр. 
Масса кольца m = 0,2 кг, диаметр кольца D = 0,6 м. 

Решение 

Предложим два способа ре-
шения задачи. Первый основан 
на прямом использовании опре-
деления момента инерции, вто-
рой – на применении теоремы о 
моменте инерции плоских тел 
(см. задачу 3.7) и результате вы-
числения момента инерции 
кольца относительно оси, пер-
пендикулярной его плоскости (см. 
задачу 3.6). 

а) Разобьём кольцо на малые 
элементы массы mi*) – участки 

 
*) Несколько позже мы перейдём к бесконечно малым величинам dm, dl и d , обозна-

ченным на рисунке.  

Х 

r 

R 
 

• 

d 

dl 

dm 

Рис. 3.1 
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дуги окружности. Положение элемента удобно характеризовать 
углом, который образует радиус-вектор, соединяющий центр 
кольца и данный элемент массы с осью. По определению момент 
инерции кольца относительно оси OX равен: 


=

=
n

i
iix rmI

1

2 ,       

где ri – расстояние от оси до i-го элемента тела. При увеличении 
числа элементов разбиения n уменьшаются величины mi и 

можно перейти к пределу 
=

→
""

n

i
ii dmrrm 2

1

2 , где интегрирование 

ведется по всей области “” распределения массы тела. Расстоя-
ние от оси до произвольного элемента тела равно (см. рис. 3.1): 

r = Rsin .    
Величина dm легко выражается через плотность материала 

кольца и размер элемента массы (см. рис. 3.1): 
dm = dl = Rd .   

Здесь  – линейная плотность кольца (масса, приходящаяся на 
единицу его длины). 

Как мы видим, интеграл по объёму тела сводится к обычному 
определённому – по всем значениям угла , характеризующим 
положение всех элементов тела, т.е. от 0 до 2. Итак, 

33
2

0

232 2
2

1
RRdRdmrI

""

πρπρααsinρ ==== 




.   

Далее учтём, что масса всего кольца равна m = l = 2R, и за-
пишем окончательно: 

82

22 mDmR
I == .       

б) Тот же результат можно получить и, не проводя интегри-
рования. Нужно учесть, почти очевидное – момент инерции 
кольца, относительно оси, проходящей через его центр перпен-
дикулярно плоскости кольца (ось OZ), равен Iz = mR2.*)   

Моменты инерции, относительно любой оси, проходящей че-
рез его центр и лежащей в плоскости кольца, очевидно, одинако-
вы (например, взаимно перпендикулярные оси OX и OY). Тогда, 
используя теорему о моменте инерции плоских тел (см. задачу 3.7), 
получаем: 

 
*) Ведь ВСЕ элементы кольца находятся на одном и том же расстоянии от его оси – R.  
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Iz = Ix + Iy = 2Ix = 2Iy  ====
822

22 mDmRI
I z
x  0,009 кгм2. 

3.2. Машина Атвуда (прибор для изучения законов равнопе-
ременного движения) представляет собой систему с двумя гру-

зами одинаковой массы m, свя-
занными нитью, перекинутой 
через массивный блок радиуса R 
(см. рис. 3.2). Если на один из гру-
зов положить небольшой грузик 
m, то система придёт в ускорен-
ное движение. Пусть эксперимен-
тально измеренное ускорение 
первого груза оказалось равным 
a. Определить по этим данным 
момент инерции блока Iz. Счи-
тать, что невесомая и нерастяжи-
мая нить не скользит по блоку, а 
сам блок вращается без трения.  

Решение 

Выберем инерциальную систему отсчёта, связанную с Землёй. 
Укажем все силы, действующие на грузы и блок. Т.к. нам пред-
стоит рассмотреть поступательное движение грузов и враща-
тельное движение блока, одну координатную ось направим вер-
тикально вниз (ОХ), а другую (OZ) – перпендикулярно плоскости 
рисунка от нас вдоль оси блока*). Тогда в проекциях на эти оси 
соответствующие уравнения движения будут иметь вид: 

11 )()( Tgmmamm x
−+=+     (1) 

22 Tmgma x
−=  (2й закон Ньютона),   (2) 

( ) RTTI zz −= 21       (3) 

(уравнение динамики вращательного движения барабана). Здесь 
Iz – момент инерции блока относительно оси Z.  

Знак проекций моментов сил 1T


 и 2T


 выбран с учётом направ-

ления оси Z: проекция вектора момента силы 1T


 относительно лю-

бой точки на этой оси положительна, а силы 2T


 – отрицательна.  

 
*) На рисунке оси вынесены вправо.  

m 

1T


 
• 

Z 

X 

2T


 

gm

 

2T 


 

1T 


 

gmm

)( +  

Рис. 3.2 
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Cила натяжения 2T 


, с которой нить действует на груз, равна 

по модулю силе 2T


, с которой нить действует на блок. Также об-

стоит дело и с силами 1T 


 и 1T


. Это следует из условия невесомо-

сти нити. Уравнения кинематической связи можно получить, 
выразив длину нити через координаты тел системы: 

L = x1 + R + x2.      
Дифференцируя это равенство дважды по времени и учиты-

вая нерастяжимость нити (L = const), получаем связь между 
проекциями линейных ускорений грузов: 

а1х = − а2х = а.      (4) 
Для того, чтобы вышеприведенная система уравнений была 

полной, необходимо связать линейное ускорение поступательно 
движущихся грузов с угловым ускорением вращающегося блока. 

Т.к. в соответствии с выбором направления оси Z момент силы 1T


 
обеспечивает блоку положительную проекцию углового ускоре-
ния z, то проекция ускорения первого груза также положитель-
на а1х > 0. Вспомним из кинематики, как связано тангенциальное 
ускорение точки при движении по окружности с её угловым 
ускорением: 

 а = R.        
Нить не скользит по поверхности блока, поэтому её точки имеют 
такое же ускорение. Линейное ускорение точек нити на её вер-
тикальных участках имеет равное по модулю значение. А в силу 
нерастяжимости нити мы можем и для ускорений грузов оконча-
тельно записать уравнение кинематической связи: 

а = R.       (5) 
Совместное решение системы уравнений (1) − (5) приводит к 
искомому результату для момента инерции блока: 

22 RMmm
a

g
Iz 








−−= .       

3.3. Найти ускорение центра масс шара массой m, скатываю-
щегося по наклонной плоскости, образующей угол  с горизон-
том. Коэффициент трения между поверхностью шара и наклон-
ной плоскостью равен . 

Решение 

Выберем инерциальную систему отсчёта, связанную с Землёй. 
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Одну из осей (X) неподвижной 
декартовой системы координат 
направим вдоль направления 
качения шара, т.е. параллельно 
плоскости, две другие – перпен-
дикулярно к ней (см. рис. 3.3). 

Силы, действующие на шар, 
изображены на рисунке. Урав-
нения динамики поступатель-
ного движения имеют вид: 

трx Fmgma −= sin , (1) 

0 = FN – mgcos,     (2) 
где aх = а – проекция ускорения центра масс шара на ось Х. Отно-
сительно оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 
плоскости качения, отличный от нуля момент имеет только сила 
трения. Поэтому: 

RFI трс =β .      (3) 

Для дальнейшего необходимо уточнить характер движения 
шара. Если проскальзывание отсутствует, то Fтр является силой 
трения покоя и 0  Fтр < FN, где  – коэффициент трения сколь-
жения. Следовательно, Fтр представляет собой, наряду с aх, FN и  
неизвестную величину. Для полноты системы необходимо доба-
вить ещё одно уравнение. Отсутствие проскальзывания позволя-
ет связать линейное и угловое ускорения шара:  

ах = R.       (4) 
Решая систему уравнений (1) – (4), получаем: 

2R/Im

sinmg
a

с+
=

α
.  

И, с учётом момента инерции шара 2

5

2
mRIc =  приходим к ре-

зультату для ускорения в отсутствии проскальзывания: 

sinαga
7

5
= .    

При наличии проскальзывания величины а и  больше не свя-
заны. В этом случае дополнительным уравнением является вы-
ражение для силы трения скольжения: 

αcosμск == mgFF Nтр  .       

И мы получаем ответ для линейного и углового ускорений: 

NF


 

трF


 

gm


 

Y 

 

• 

X 

Рис. 3.3 
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)cosμ(sinα −= ga  и 
R

g

2

cosαμ5
β


= . 

3.4. (Задача о послушной катушке) На горизонтальной по-
верхности находится катушка с намотанной на неё нитью. За 
нить тянут с силой F под углом α к горизонту. При этом катушка 
катится без проскальзывания. 
Найти ускорение центра масс 
катушки. Массу катушки m, её 
размеры (см. рис. 3.4) и момент 
инерции Iс считать заданными. 
При каком значении угла α ка-
тушка останется неподвижной? 

Решение 

Укажем все силы, действующие на катушку. Выберем инерци-
альную систему отсчёта, связанную с Землёй. Т.к. катушка может 
совершать плоское движение, представим его как совокупность 
поступательного и вращательного. Направим одну из коорди-
натных осей этой системы отсчёта вдоль горизонтальной поверх-
ности (OX), вторую – вертикально вверх (OY). Так как моменты 
всех сил, приложенных к телу, и его возможное угловое ускоре-
ние направлены вдоль оси катушки, выберем третью коорди-
натную ось, проходящей через центр масс катушки перпендику-
лярно плоскости рисунка от нас (на рис. 3.5 эта ось вынесена 
влево). 

Запишем уравнения движения катушки в проекциях на вы-
бранные оси координат (ах – ускорение центра масс катушки): 
 трcos FFmax −=  , (1) 

mgFFN −+= sin0  (2) 

(2й закон Ньютона, посту-
пательное движение); 

rFRFI трzс −=β  (3) 

(уравнение динамики вра-
щательного движения ка-
тушки).  

Здесь Iс – момент инер-
ции катушки относитель-
но оси Zс. Обратим внима-
ние на знаки проекций 

R 

 

r  

F


 

Рис. 3.4 

R 

 r 

 

X 

Y 

 
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F


 
NF


 

трF


 

gm


 
Рис. 3.5 
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моментов сил и углового ускорения на эту ось, а также на согла-
сованность знаков проекций линейного и углового ускорений 
катушки – положительный знак проекции линейного ускорения 
оси катушки аx соответствует ускоренному вращению катушки 
по часовой стрелке, т.е. положительной проекции углового уско-
рения z. 

Условие отсутствия проскальзывания при качении позволя-
ет связать проекции этих ускорений: 

аx = zR.      (5) 
Решая совместно уравнения (1) − (5) находим искомое уско-

рение оси и центра масс катушки: 









−

+
=

R

r

R/Im

F
a

с

x cosα
2

.    (6) 

Проанализируем полученный результат. Видно, что знак про-

екции определяется соотношением величин cos и 
R

r
. При ма-

лых углах наклона  “тянущей” нити, когда cos > 
R

r
, катушка 

катится с ускорением вправо. Если же cos < 
R

r
 (наклон нити 

большой), ускорение направлено влево. Наконец, при 







=

R

r
arccosα  

ускорение катушки равно нулю и при соответствующих началь-
ных условиях она может оставаться неподвижной. 

Задачи для самостоятельного решения 

3.5. Найти момент инерции тонкого обруча относительно оси, 
проходящей через центр обруча перпендикулярно его плоскости. 
Масса обруча m, его радиус R. 

3.6. Найти момент инерции однородного диска относительно 
оси, проходящей через его центр и направленной перпендику-
лярно плоскости диска. Масса диска m, радиус R. 

3.7. Доказать, что для любого плоского тела Iz = Ix + Iy, где Ix , Iy 
и Iz – моменты инерции относительно осей X, Y и Z соответствен-
но. X, Y и Z – взаимно перпендикулярные оси, причём тело лежит 
в плоскости XОY, а ось Z перпендикулярна этой плоскости. 
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3.8. Вычислить момент инерции тонкого однородного диска 
относительно оси, проходящей через центр диска и лежащей в 
его плоскости. Масса диска m = 2 кг, радиус диска R = 0,4 м. 

3.9. Найти момент инерции тонкого стержня относительно 
оси, проходящей через его середину для случаев: а) ось перпен-
дикулярна стержню; б) ось образует со стержнем угол . Масса 
стержня m, его длина l. 

3.10. Показать, что момент инерции двухатомной молекулы 
относительно оси, проходящей через центр масс молекулы пер-

пендикулярно её оси, равен Iz = l2 . Здесь 
21

21

mm

mm

+
=μ  – “приве-

дённая масса молекулы”, а l – расстояние между атомами (“длина 
молекулы”). Атомы считать материальными точками c массами 
m1 и m2. 

3.11*. Найти момент инерции однородного сплошного конуса 
относительно его оси симметрии. Масса конуса m, радиус осно-
вания R. 

3.12*. Найти момент инерции однородного шара относитель-
но оси, проходящей через его центр. Масса шара m, радиус R. 

3.13. Вычислить момент инерции и момент импульса земного 
шара относительно его оси суточного вращения. Воспользовать-
ся справочными данными о параметрах земного шара. 

3.14. Однородный круглый диск диаметром d = 10 см и массой 
m = 1 кг вращается вокруг своей оси, делая ν = 100 об/мин. Посто-
янная сила трения, будучи приложена по касательной к ободу 
диска, останавливает его за время  = 1 мин. Найти модуль этой 
силы. 

3.15. На блок массой M = 9 кг намотана нить, к концу которой 
привязан груз массой m = 2 кг. Найти ускорение груза и силу 
натяжения нити. Блок считать однородным цилиндром, а нить 
невесомой и нерастяжимой. Трением пренебречь. 

3.16. Для определения момента инерции махового колеса ра-
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диуса R = 0,5 м относительно оси, проходящей через его центр 
масс, колесо обмотали тонкой проволокой, к которой привязали 
гирю массой m = 8 кг. Продолжительность опускания гири с вы-
соты h = 2 м при разматывании проволоки составила  = 2 с. 
Найти момент инерции махового колеса, пренебрегая трением. 

3.17. Сплошной цилиндр массой m = 1 кг насажен на ось. К оси 
цилиндра прикреплена невесомая нить, которая перекинута че-
рез блок. К концу нити подвешен груз массы M = 2 кг (см. рис. 
3.6). Считая, что цилиндр катится без проскальзывания, найти:  

а) ускорение груза, б) модуль силы трения, действующей на ци-
линдр. При каком значении коэффициента трения не будет про-
исходить проскальзывания? 

3.18*. За веревку, намотанную 
на сплошной цилиндр, тянут с 

силой F


 – см. рис. 3.7. Радиус ци-
линдра R, масса m. При каком 
значении коэффициента трения 
скольжения  цилиндр будет ка-
титься без проскальзывания? 

3.19. В условиях, описанных в задаче 3.4, найти силу трения 
между катушкой и столом. 

3.20*. На горизонтальной плоскости лежит катушка, масса ко-
торой m = 50 г, а момент инерции относительно её оси I = 5·10-6 
кгм2. На катушку намотана невесомая и нерастяжимая нить. Ра-
диус внешнего слоя витков r = 2 см, радиус торцов катушки R = 3 
см (см. рисунок к задаче 3.4). Коэффициент трения скольжения 
между катушкой и плоскостью  = 0,2. Как ведет себя катушка, 

m 

R  

m 

M 

 

 

Рис. 3.6 

Вид сверху 

R 

 m 

X 

F


 

Рис. 3.7 
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если сила F, с которой тянут за нить, и угол  имеют следующие 
значения: а) F = 0,128 Н и  = 30; б) F = 0,1 Н и  = 48,2; в) F = 0,1 
Н и  = 30 и г) F = 0,1 Н и  = 60. 

3.21. Однородный сплошной цилиндр массы 
m = 1 кг удерживают в горизонтальном положе-
нии на двух намотанных на него невесомых ни-
тях – см. рис. 3.8. Цилиндр отпускают без 
начальной скорости. а) За какое время  ци-
линдр опустится на высоту h = 50 см? б) Какое 
натяжение T испытывает при движении цилин-
дра каждая из нитей? 

3.22*. Однородный тонкий стержень массы m подвешен гори-
зонтально к потолку на двух вертикальных нитях, прикреплен-
ных к концам стержня. Одну из нитей пережигают. Найти натя-
жение другой нити сразу же после этого. 

3.23*. Гироскоп одного из авиагоризонтов характеризуется 
следующими данными: масса m = 5 кг; момент инерции относи-
тельно собственной оси Iс = 8·10-3 кг·м2; гироскоп вращается во-
круг собственной оси с частотой  = 20 000 об/мин. Определить 
период прецессии, вызванной тем, что центр тяжести гироскопа 
отстоит от точки опоры на расстояние l = 0,25 cм. 

3.24*. Найти угловую скорость прецессии наклонённого под 
углом  = 30 к вертикали волчка, быстро вращающегося с угло-
вую скоростью . Расстояние от точки опоры до центра тяжести 
волчка равно l, а его осевой момент инерции равен Iс. 

3.25*. Доказать равенство ],[ PRMM СO


+= , где OM


 момент 

импульса системы материальных точек относительно начала О 

лабораторной системы отчета («Л-система»); СM


 – момент им-

пульса относительно центра масс «С» («собственный» момент 

импульса), R


 – радиус-вектор центра масс в Л-системе, P


 –
импульс системы материальных точек относительно Л-системы.  

Рис. 3.8 
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3.26. Обруч радиуса R и массы 
m катится без проскальзывания с 

постоянной скоростью 0V


 по го-

ризонтальной плоскости. Найти 
модуль момента импульса обруча 

)(2,1 tM


, относительно точек 1 и 2 

(см. рис. 3.9). 

3.27. Однородный цилиндр 
радиуса R и массы m катится без 
проскальзывания с постоянной 

скоростью 0V


 по горизонтальной 

плоскости. Найти моменты им-

пульса цилиндра )(tM


, относи-

тельно различных точек – 1, 2, 3, 
4 и 5, указанных на рисунке 3.10. 

3.28. Небольшой брусок массы m соскальзывает с высоты h по 
наклонной плоскости, составляю-
щей с горизонтом угол  – см. рис. 
3.11. Чему равны относительно 
точки О а) момент результирующей 

силы N


, действующей на брусок; б) 

момент импульса бруска )(tM


? 

3.29. Небольшой мячик массы 

m брошен под углом  к горизонту с начальной скоростью 0V


. 

Чему равны относительно точки бросания: а) момент силы, дей-

ствующей на мячик; б) момент импульса мячика )(tM


. Сопротив-

лением воздуха пренебречь. 

R 

 

m 

0V

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§4. Работа силы, мощность, энергия 

• А) Работа силы 
o Элементарной работой A называется скалярное произведе-

ние вектора силы F


на вектор малого перемещения МТ ld


*): 

dlFld,FA == cosα)(


.     (4.1) 

Работа силы на конечном участке траектории 1 – 2 может быть 
найдена интегрированием вдоль траектории «L» движения МТ: 

 ==
""""

12 )αcos(),(
LL

dlFldFA


.    (4.2) 

Учитывая связь малого перемещения с мгновенной скоростью 

МТ dtVld =


, работа может быть записана также в виде: 

=
2

1

),(12

t

t

dtVFA


.      (4.3) 

o Скалярное произведение векторов силы и скорости позво-
ляет определить мощность силы P: 

)( VFP

=  .      (4.4) 

Очевидно, если векторы F


 и V


 перпендикулярны, мощность 

силы равна нулю, и работа не совершается. 
Мощность можно определить и как работу, совершаемую в 

единицу времени: 

dt

A
tP


=)(  .      (4.5) 

• Если МТ движется по окружности, то элементарная работа, 
совершаемая при малом угловом перемещении 


d : 

dt,Nd,NA )()( ==


,     

при повороте радиус-вектора на конечный угол  = 2 – 1: 

 




==
2

1

2

1

12

t

t

dt,Nd,NA )ω()(


.    (4.6) 

• Б) Потенциальная энергия 

 
*) Малое перемещение ld


совпадает с элементарным приращением радиус-

вектора rd


 МТ, однако в дальнейшем символом rd


 мы будем обозначать только 

перемещения в радиальном направлении при рассмотрении силовых полей, 
обладающих центральной или осевой симметрией. 
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o Силы, работа которых не зависит от формы траектории 
движения МТ, а определяется лишь начальным и конечным по-
ложением МТ, называются потенциальными*) или консервативными. К 
этому классу относятся гравитационные, упругие и электроста-
тические силы. 

Для таких сил работа при перемещении МТ по замкнутой 
кривой «С» (по контуру) равна нулю. Математически это можно 
записать следующим образом: 

0=
"С"

ld,F )(


.      (4.7) 

Для потенциальных сил можно ввести скалярную функцию 
координат U(x,y,z), частные производные которой определяют 

вектор силы ),,( zyxF


: 

)(Ue
z

U
e

y

U
e

x

U
F zyx grad−












+




+




−=


.   (4.8) 

Такая функция U называется потенциальной энергией МТ в 
поле сил. Работа, совершаемая потенциальной силой при эле-
ментарном перемещении МТ, равна: 

dUdz
z

U
dy

y

U
dx

x

U
l,dFdA −












+




+




−== )(


.  (4.9) 

Для случая перемещения на конечное расстояние работа по-
тенциальной силы определится через разность потенциальных 
энергий в начальном и конечном положениях МТ: 

 −−=−=
2

1
212112 )()( UUrUrUdUA


.   (4.10) 

Отметим, что измеряемые в опытах физические величины – 
сила и работа силы – равны производной и разности значений 
потенциальной энергии. Следовательно, функция U(x,y,z) опре-
делена с точностью до произвольной постоянной величины. Од-
нако если принять значение функции U(x,y,z) равным нулю в не-
которой точке с координатами x0, y0, z0, то работа, совершаемая 
силовым полем по перемещению МТ в указанное положение 

),,(),,(),,( 00010 zyxUzyxUzyxUA =−= ,   (4.11) 

 
*) Эти понятия совпадают для стационарного случая, о котором мы и будем вести 

речь в дальнейшем, когда нет явной зависимости сил от времени (т.е. 0/ = tF ).  
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будет целиком определяться введенной таким образом функци-
ей U(x,y,z). При этом говорят, что потенциальная энергия норми-
рована в точке x0, y0, z0. 

• В) Кинетическая энергия 
Если сила совершает работу при перемещении МТ под дей-

ствием только этой силы, то происходит изменение модуля ско-
рости. Можно доказать, что работа равна в этом случае: 

22
12

2
1

2
2 vv mm

А −= .     (4.12) 

Введём понятие кинетической энергии МТ, определив её как 
половину произведения массы материальной точки на квадрат её 
скорости: 

2

2vm
T = .      (4.13) 

Тогда, изменение кинетической энергии МТ движущейся под 
действием силы определяется работой этой силы (равнодействующей): 

  =−
)2(

)1(

)2(

)1(
1212 AdATTdT .    (4.13) 

Кинетическую энергию материальной точки можно связать 
также с её импульсом: 

m

p
T

2

2

= .       

Кинетическая энергия – аддитивная величина. Для системы 
материальных точек она равна: 


=

=
n

i

iimT
1

2

2

v
 .       

Если механическая система представляет собой твёрдое тело, 
вращающееся вокруг закреплённой оси OZ, то его полная кине-
тическая энергия равна: 

 ==


=
− i

z
ii

i

ii I
Rm

m
T

222

2
2

2

1

2 ωωv
, или 

z

z

I

M
T

2

2

= . (4.14) 

Если тело совершает плоское движение: 

22

22

0 ωzIm
T +=

v
.     (4.15) 

• Задачи этого раздела, как правило, связаны с нахождением 
конкретного выражения для потенциальной энергии силового 
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поля или, наоборот, с определением векторной функции 

),,( zyxF


 по известной зависимости потенциальной энергии от 

координат (равенство 4.8). 

Примеры решения задач 

4.1. Доказать, что любая центральная сила является потенци-
альной.  

Решение 

Напомним, что сила, действующая на МТ, называется цен-
тральной, если её модуль зависит только от расстояния r между 
МТ и некоторым центром О, а направлена она вдоль прямой, прове-
денной от этого центра к МТ. Математически это свойство можно 
описать следующим образом: 

r

r
rFerFrF rrr




= )()()( .      

Здесь Fr – означает проекцию вектора F


 на направление r


, 

re


– единичный вектор, задающий радиальное направление от центра 

поля. 
Найдём работу, совершаемую центральной силой при пере-

мещении МТ из положения 1 в положение 2: 

 ==
"" ""

12 ),)((),(
L L

rr lderFldFA


.  

Скалярное произведение 

=),( lder


 dlcos равно прираще-

нию модуля радиус-вектора r


, т.е. 
dr (см. рис. 4.1). С учетом этого 
криволинейный интеграл вдоль 
траектории L сводится просто к 
определенному интегралу от 
скалярной функции Fr(r): 

 −==
2

1

)()()( 2112

r

r
r rUrUdrrFA , где 

−= drrFrU r )()( . (4.16)  

То есть работа силы по пере-
мещению МТ может быть выра-
жена через разность значений 

некоторой скалярной функции, соответствующих начальному и 
конечному положению МТ. Следовательно, взятая с обратным 

re


er 

1 

O 

r


r 2r


r 

2 

F


 

dr 

ld


 

 

 

 

 

“L” 
 

1r


r 

Рис. 4.1 
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знаком первообразная функции Fr(r) представляет в данном слу-
чае выражение для потенциальной энергии МТ в поле централь-
ной силы.  

Задача 

4.2. Найти потенциальную энергию МТ, находящейся в цен-

тральном силовом поле вида: rer/rFF

−−= )exp( 00 , где F0 и r0 – 

положительные константы. 

Решение 

Используем полученное выше равенство (4.16), связывающее 
силу и потенциальную энергию взаимодействия в центральном силовом 
поле. Тогда, с учётом )/exp( 00 rrFFr −−= , можем записать: 

 +−=+=
−− CerFCdreFrU rrrr 00 /

00
/

0 )()( .    

Если положить, что U(r → ) = 0, то получим 
0/

00)( rrerFrU −
−= .       

Задача 

4.3. Потенциальная энергия частицы, находящейся в цен-
трально-симметричном силовом поле, имеет вид:  

U(r) = а/r2 − b/r,        
где a и b – положительные константы. а) Найти значение r0, со-
ответствующее равновесному положению частицы, б) выяснить, 
устойчиво ли это положение, в) найти максимальное значение 
силы притяжения, г) изобразить графики зависимости U(r) и 
Fr(r) – проекции силы на радиус-вектор r


. 

Решение 

а) Силовое поле центрально-симметрично, энергия и сила вза-
имодействия частицы с полем зависят только от расстояния r до 
центра этого поля. Для рассмотрения такого взаимодействия удоб-
но использовать сферическую систему координат. Определим силу, 
воспользовавшись соотношением (4.8) и учитывая отсутствие зави-
симости от направления, т.е. от  и  :  

rr e
r

b

r

a
e

r

U
F










−=




−=

23

2
. 

В положении равновесия, действующая на частицу сила должна 
быть равна нулю. Приравнивая к нулю выражение в скобках, полу-



§4. Работа силы, мощность, энергия 

 

54 

чаем соответствующее равновесное расстояние:
b

a
r

2
0 = .   

б) Устойчиво ли это положение? Можно определить направ-
ление силы при малом отклонении частицы из найденного по-
ложения равновесия. Положение устойчиво, если сила направле-
на в сторону этого положения. Однако так как данное расстоя-
ние соответствует экстремуму потенциальной энергии взаимо-

действия 







=




0

r

U
, проще выяснить характер этого экстремума. 

Положение устойчиво, если потенциальная энергия минимальна 
и неустойчиво в противном случае. Определим знак второй про-
изводной потенциальной энергии при r = r0: 

.
a

b
b

rr

b

r

a

r

U

r

0
8

126
3

4

3

0

342

2

0

==







−=




     

Следовательно, в этой точке функция U(r) имеет минимум – по-
ложение равновесия устойчиво. 

в) Для нахождения экстремума силы взаимодействия про-
дифференцируем радиальную проекцию силы Fr и приравняем её 
к нулю: 

b

a
r.

r

b

r

a

r

F

r

3
0

26
134

1

==







−=




.     

Так как при данном расстоянии 0
27

2
2

3

231

1

−=







−=

a

b

r

b

r

a
rF

r

r )( , 

можно утверждать, что это расстояние соответствует макси-
мальной силе притяжения (сила направлена к центру поля). 

Модуль этой силы равен 
2

3

27a

b
Fmax = . 

г) Представим графически полученные результаты – рис. 4.2.  
Если полная энергия частицы, находящейся в таком поле, не-

велика, то частица совершает колебательное движение вблизи 
равновесного положения*). При бóльших энергиях частица может 
удалиться от положения равновесия на расстояния, значительно   

 
*) Рассмотренный пример моделирует поведение атома вблизи узла кристалличе-
ской решётки, а при повышении энергии (например, нагрев вещества) – возмож-
ность плавления и испарения. 
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превышающие r0, и её взаимодействие с полем становится пре-
небрежимо малым.  

 
 r 

r0 r0 

F
r 

U 

Fmi

n 

r 

r0 

r
0 

r1 = 3a/b 

a/

b 

F(r) = 2a/r3 – b/r2 

отталкивание: 

притяжение: 

U(r)  = – b/r 

U(r)  = a/r2 

U(r) = a/r2 – 

b/r 

Umi

n 

0 

0 

Рис. 4.2 



§4. Работа силы, мощность, энергия 

 

56 

Задачи для самостоятельного решения 

4.4. Тело массой m движется под действием постоянной силы 

F


. Найти зависимость его кинетической энергии Т от времени, 
если начальная скорость тела равна нулю.  

4.5. Маховик вращался с постоянной скоростью, делая 0 = 10 
об/с; его кинетическая энергия T0 = 8·103 Дж. За какое время по-
стоянный вращающий момент сил N = 50 Н·м, приложенный к 
этому маховику, увеличит его угловую скорость в два раза? 

4.6. Какую работу надо совершить, чтобы увеличить частоту 
оборотов маховика от 0 до 120 об/мин? Массу маховика m = 0,5 
тонн можно считать распределённой по ободу диаметром D = 1,5 
м. Трением пренебречь. 

4.7. Определить потенциальную энергию U сжатой пружины 
как функцию её деформации x, считая, что упругая сила пропор-
циональна третьей степени величины деформации с коэффици-
ентом пропорциональности . 

4.8. Потенциальная энергия частицы имеет вид U = a(x/y − y/z), 
где а – константа. Найти силу, действующую на частицу как 
функцию её координат. 

4.9*. Найти потенциальную энергию небольшого тела массы m 
на различных расстояниях r от центра Земли. Величину потенци-
альной энергии на бесконечно большом удалении считать равной 
нулю. Рассмотреть случаи r > R и r < R (R – радиус Земного шара). 

4.10*. Подсчитать гравитационную энергию U шара радиуса R, 
равномерно заполненного веществом с постоянной объёмной 
плотностью . Гравитационную постоянную G считать известной. 

4.11*. Горизонтальная пружина, на конце которой прикреплено 
тело известной массы m, сжата силой F и находится в покое. Один 
конец пружины закреплён. Внезапно сила F меняет своё направление 
на противоположное. Определить, пренебрегая массой пружины, во 
сколько раз получающееся при этом наибольшее растяжение пружи-
ны l2 больше её первоначального сжатия l1.    

4.12*. При движении иона в ускорителе по окружности радиу-
са R его кинетическая энергия Т возрастает пропорционально 
пройденному пути s (T = bs). Найти зависимость от s силы F, дей-
ствующей на ион. 
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§5. Законы сохранения в механике.  
Элементы гидродинамики 

• Закон сохранения механической энергии 

 Механическая система может быть представлена совокупно-
стью n материальных точек (частиц) с массами nmm ,...,1 , коорди-

натами nrr


...,,1  и скоростями nVV

,...,1 . Между ними действуют 

внутренние силы ijf


. Пусть внешние силы iF


, действующие со 

стороны тел, не включенных в систему, зависят только от ко-
ординат – стационарные поля внешних сил. Под полной меха-
нической энергией системы W будем понимать сумму кинетиче-
ской и потенциальной энергий этих частиц: 

)()()()( n
внешн

n
вз

nnn r,...,rUr,...,rUV,...,VTV,...,V,r,...,rW


11111 ++= . (5.1) 

При этом потенциальная энергия обусловлена как взаимо-

действием частиц друг с другом – ),...,( 1 n
вз rrU


, так и с внешними 

стационарными полями – ),...,( 1 n
внешн rrU


. 

Если внутренние и внешние силы консервативны (см. с. 49), 
тогда для любых двух состояний системы механическая энергия 
одинакова: 

012 =−WW , W = const.     (5.2) 

Отметим, что присутствие неконсервативных сил, которые не 
совершают работы, также не приведет к нарушению соотно-
шений (5.2). Поэтому закон сохранения энергии в механике мо-
жет быть сформулирован в наиболее общем виде так*):  

Если в системе тел и на систему действуют только кон-
сервативные силы, то полная механическая энергия этой 
системы постоянна во времени. 

При наличии неконсервативных сил (внутренних или внеш-
них) величина W будет изменяться со временем, и это изменение 
определяется работой указанных сил: 

)нк(AWW 1212 =− .      (5.3) 

• Закон сохранения импульса 

 
*) Механическая энергия, очевидно, также сохраняется для изолированной систе-

мы тел ( iF


 = 0) в отсутствии внутренних неконсервативных сил. 
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Импульс механической системы (системы n материальных то-
чек) определяется как векторная сумма импульсов частиц, обра-
зующих систему: 


==

==
n

i
ii

n

i
i VmpР

11


.     (5.4) 

Исходя из законов Ньютона, можно доказать, что в инерци-
альной системе отсчёта производная по времени импульса такой 
системы равна сумме внешних сил, действующих на систему: 


=

=
n

i

внеш
iF

dt

Pd

1




.      (5.5) 

Отсюда очевидно вытекает условие, при котором сохраняется 
импульс такой системы: 


=

=
n

i

внеш
iF

1

0


.       (5.6) 

Итак, если векторная сумма внешних сил, действующих на 
систему, в любой момент времени равна нулю, то полный 
импульс этой системы постоянен во времени. 

Закон сохранения импульса оперирует векторными величи-
нами, поэтому, если существует неподвижная ось (например, ось 
OХ), для которой сумма проекций всех внешних сил в любой мо-
мент времени равна нулю, то сохраняется компонента импульса 
вдоль этой оси. Математически это можно записать так: 

constPP xx == 0 ,  если 
=

=
n

i

внеш
ixF

1

0 .    

Сам вектор Р


 и другие его компоненты (Py и Pz в нашем при-
мере) могут изменяться со временем.  

Закон сохранения импульса предсказывает возможность 
ускорения отдельных тел системы за счёт действия внутренних 
сил при обязательном сохранении полного импульса механиче-
ской системы. Речь идет о так называемом реактивном движе-
нии, которое возникает при отделении от тела его частей, обла-
дающих определенной скоростью u


 относительно этого тела. 

Такое движение описывается уравнением Мещерского 

внешFu
dt

Vd
tm




+−=)( ,     (5.7) 

где 
dt

dm
=  – темп изменения массы тела, внешF


 – равнодействующая 

внешних сил, действующих на тело.  
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• Закон сохранения момента импульса  

Для системы частиц (в частности, и для твёрдого тела) спра-
ведливо уравнение моментов (см. §3): 


=

=
1j

внеш
jN

dt

Md 


, где 
=

=
n

i
ii prM

1

],[


; ],[ внеш
jj

внеш
j FrN


= . 

Отсюда следует формулировка закона сохранения момента 
импульса: если в любой момент времени сумма моментов 
внешних сил, действующих на тела системы, относительно 
неподвижной точки пространства равна нулю, то полный 
момент импульса этой системы постоянен во времени.  

Приведенный закон является векторным. Следовательно, да-

же в случае, когда 0
1


=j

внеш
jN


, неизменной оказывается величи-

на проекции момента импульса системы на некоторую неподвиж-
ную ось, для которой равна нулю алгебраическая сумма проекций 
моментов внешних сил. То есть, 

если 
=

=
n

i

внеш
ziN

1

0 , то constMM zz == 0  . (5.8) 

В частности, для твёрдого тела, вращающегося относительно 
неподвижной оси OZ, zz IM = , и при соблюдении условия (5.8) 

величина Mz будет постоянной и при возможных изменениях 
момента инерции Iz. Подчеркнём, что кинетическая энергия при 

этом непостоянна, ибо 
z

z

I

M
T

2

2

=  (см. 4.14). 

Изменение величины T при вариациях Iz определяется рабо-
той внутренних неконсервативных сил в механической системе. 

Применение законов сохранения может существенно упро-
стить решение ряда задач по сравнению с динамическим подхо-
дом. Для некоторых задач это единственно возможный путь. В 
частности, речь идёт о ситуациях, когда силы, действующие 
между телами на определённом интервале времени, неизвестны 
(например, при столкновении тел). 

• Элементы гидродинамики 

Простейшей моделью является стационарное (ламинарное) 
течение несжимаемой жидкости или газа, в котором отсут-
ствуют силы трения между слоями, характеризуемые вязко-
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стью. Для любого сечения тонкой трубки тока при таком тече-
нии справедливы уравнения Бернулли 

const
V

ghp =


++
2

2

,     (5.9) 

и неразрывности струи: 
SV = const.      (5.10) 

Здесь р – давление в движущейся жидкости или газе,  – плотность 
жидкости (газа), h – высота данного сечения площади S относи-
тельно произвольно выбранного уровня, V – скорость частиц жид-
кости в этом сечении. Уравнение Бернулли можно применять для 
реальной жидкости или газа*), если выполнено условие: 

1


VL
,      (5.11) 

где L – характерный линейный размер сечения трубы, например, 
её радиус R,  – коэффициент вязкости жидкости. Безразмерная 
величина в левой части равенства (5.11) носит название числа 
Рейнольдса Re. При выполнении условия (5.11) влияние вязко-
сти невелико. Однако течение остается ламинарным только при 
числах Рейнольдса меньше критического значения: 

1000



=

VR
Reкр .     (5.12) 

При протекании по трубе вязкой жидкости или газа в услови-
ях ламинарности течения (Re < 1000) переносимый в единицу 
времени через поперечное сечение трубы объём жидкости Q (по-
ток) определяется формулой Пуазейля: 






−
=

8

4

21 R

l

pp
Q .     (5.13) 

В этом соотношении первая дробь имеет смысл перепада дав-
ления на единицу длины трубы l, R – радиус трубы. 

• Приступая к решению задач этого раздела, следует  

✓ выполнить рекомендации раздела 2 данного пособия; 

✓ выбирать направления осей системы координат инерци-

альной СО следует с учётом требований 
=

=
n

i

внеш
ixF

1

0  или 

 
*) Газ можно считать несжимаемым при скоростях потока много меньше скорости 
звука. 
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
=

=
n

j

внеш
zjN

1

0  соответствующих законов сохранения.  

✓ Проанализировать, какие из законов сохранения или гид-
родинамические соотношения применимы в данных условиях. 

Только после этого можно записывать соответствующие ра-
венства. 

Примеры решения задач 

5.1. Вертикальный столб длины l падает, поворачиваясь во-
круг опирающегося на землю нижнего конца. Какова линейная 
скорость центра масс столба в момент падения на землю? 

Решение 

Ответ на вопрос задачи можно искать двумя способами. В 
первом используется закон сохранения механической энергии, 
во втором – теорема о кинетической энергии. Конечно, отличие 
этих подходов определяется лишь выбором системы тел, вклю-
чаемых в рассматриваемую систему. 

а) Пусть система состоит из 
столба и Земли, на поверх-
ность которой столб опирает-
ся нижним концом. Тогда сила 
тяготения между этими тела-
ми – внутренняя сила систе-
мы, а сама система изолирова-
на (внешние силы не действу-
ют). Так как сила гравитаци-
онного взаимодействия кон-
сервативна, а сопротивлением 
воздуха мы будем пренебре-
гать, то полная механическая 
энергия системы не изменяет-
ся во времени вплоть до мо-

мента падения столба на землю (неупругий удар). Запишем ра-
венство исходной механической энергии системы и энергии 
столба в произвольный момент времени до падения: 

2

ω
αcos

22

2
zIl

mg
l

mg += .    (1) 

Здесь учтено, что столб – твёрдое тело, совершающее при па-

Z 

l/2 gm


 

 
• 

• 

Рис. 5.1 
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дении вращательное движение относительно оси, проходящей 
через точку его опоры перпендикулярно плоскости рисунка (ось 
Z). Принято (нормировка потенциальной энергии), что нулевое 
значение потенциальной энергии гравитационного взаимодей-
ствия система имеет, когда центр масс столба оказывается на 
поверхности земли (столб упал).  

Равенство (1) позволяет найти зависимость угловой скорости 
падающего столба от угла его отклонения от вертикального по-
ложения : 

)αcos1(ω −=
zI

mgl
.     (2) 

Если считать столб однородным тонким стержнем, то его мо-

мент инерции относительно выбранной оси равен 
3

2ml
Iz =  и ра-

венство (2) принимает вид: 

)αcos1(
3

ω −=
l

g
.     (3) 

Линейная скорость центра масс стержня равна  

)cosα(ωωс −=== 13
2

1

2
gl

l
rV с .   (4) 

В момент падения  = /2 и скорость центра масс: 

glV 3
2

1
=с .      (5) 

б) По теореме о кинетической энергии её изменение равно 
работе над телом внешней силы  

Т = А12.      (6) 
Посмотрим, какой результат даёт применение этой теоремы в 

рассматриваемом случае. В процессе падения столба его кинети-
ческая энергия увеличивается благодаря действию момента си-
лы притяжения Земли. Проекция момента этой силы на ось Z 

равна αsin
2

l
mgNz = . Работа силы при повороте твёрдого тела 

относительно оси согласно (4.6) равна 

2

1

2

1

2

1

22
12

α

α

α

α

α

α

)cosα(αsinαα −=== 
l

mgd
l

mgdNA z . 

При падении столба угол меняется от 0 до /2. Следовательно: 
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22

2

012

l
mg

l
mgA =−=

/π
)cosα(  .    (7) 

Изменение кинетической энергии равно её значению в мо-
мент падения столба: 

2

ω2
zIT = .      (8) 

Сравнивая правые части выражений (7) и (8) получаем мак-
симальную угловую скорость падения 

l

g

I

mgl

z

3
ω == , 

и искомую линейную скорость центра масс столба: 

gl
l

l

g
rVc 3

2

1

2

3
ω === .    (9) 

Как видим, результат не отличается от ранее полученного – (4). 

Задача 

5.2. (Крутильный баллистический 
маятник). К потолку на тонкой прово-
локе подвешен однородный деревян-
ный стержень массы m = 400 г (рис. 
5.2). Модуль кручения проволоки*) ра-
вен D = 0,3 Нм/рад. В конец стержня 
попадает пуля массы m1 = 10 г, летев-
шая горизонтально и перпендикуляр-
но стержню. С какой скоростью летела 
пуля, если пуля застряла в стержне, и 
он повернулся на максимальный угол 
0 = 0,8 рад? 

Решение 

Внешние силы, действующие на тела системы пуля–маятник – 
силы тяжести и реакции проволоки. Момент первой силы отно-
сительно точки О – вектор, лежащий в горизонтальной плоско-
сти. Поэтому проекция этого момента на ось Z равна нулю. Т.о., 
момент импульса системы должен сохраняться вплоть до появ-

 
*) Коэффициент пропорциональности между возникающим вращательным мо-
ментом упругих сил и углом закручивания подвеса. 

D 

O 

l, m 

m 

 

V


 

• 

Z 

Рис. 5.2 
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ления момента сил реакции при закручивании подвеса, т.е. до 
начала поворота стержня. Запишем соответствующее равенство: 

ω





















+=

2

11
22

l
mI

l
Vm z .    (1) 

Здесь учтено, что момент инерции – аддитивная величина, 

равная сумме момента инерции стержня Iz и пули 

2

1
2







 l
m  отно-

сительно оси Z. Вспомним, что момент инерции тонкого стержня 
Iz относительно оси, проходящей через его середину перпенди-
кулярно к стержню равен (см. задачу 3.4 при  = /2): 

12

2ml
Iz = .      (2) 

Это позволяет определить начальную угловую скорость вра-
щения маятника сразу после соударения с пулей:  

lmm

Vm

)(
ω

+
=

1

1

3

6
.      (3) 

Механическая энергия системы при этом не сохраняется – 
часть её переходит во внутреннюю в процессе абсолютно не-
упругого соударения (действуют неконсервативные силы). 

Определить максимальный угол поворота маятника, однако, 
можно, используя как раз закон сохранения механической энер-
гии, но после завершения неупругого соударения, когда в систе-
ме действуют только консервативные силы:  

22

2 2

0

2

2

1

α
ω

D

l
mIz

=























+

.    (4) 

Здесь в левой части – кинетическая энергия вращающегося 
твёрдого тела (маятника с застрявшей пулей) сразу после окон-
чания неупругого соударения. Считаем, что удар очень короткий 
и маятник не успевает повернуться за время соударения. В пра-
вой – потенциальная энергия системы, запасённая в результате 
деформации кручения упругого подвеса (аналог энергии дефор-

мированной пружины 
2

2kx
). Значение этой энергии можно полу-

чить, рассчитав модуль работы момента упругих сил N = D при 
повороте тела на угол 0: 
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2

2

0

00

00 α
ααα

αα D
dDNdA ===  .    (5) 

Учтено, что при максимальном закручивании проволоки до 
угла 0 кинетическая энергия вращательного движения маятни-
ка обращается в 0*). Используя равенства (2 – 4), приходим к ис-
комому результату для скорости пули: 

=







+= 1

1

0

3
m

m
D

m
V

α
16 м/с.     

Задача 

5.3. Используя закон сохранения энергии, найти линейную 
скорость движения центра масс цилиндра, скатывающегося без 
проскальзывания с высоты Н по наклонной плоскости, у её осно-
вания.   

Решение 

Движение будем рассматривать относительно системы отсчё-
та, связанной с Землей. В механическую систему включим ци-
линдр, наклонную плоскость и Землю. Далее нужно выяснить, 
сохраняется ли механическая энергия в этой системе. Сила тяже-
сти gm


 – консервативна, нормальная составляющая силы реак-

ции опоры NF


 всегда перпендикулярна скорости цилиндра и ра-

боты не совершает. При отсутствии проскальзывания мгновен-

ная скорость точки приложения силы трения трF


 равна нулю 

относительно опоры (это сила трения покоя!), поэтому работа 
этой силы также равна нулю. Следовательно, механическая энер-
гия системы постоянна. Тогда запись закона сохранения механи-
ческой энергии системы имеет вид: 

constymg
ImV

W сс =++=
22

22 ω
. 

Величину  определим из начальных условий. При t = 0 коор-

дината и скорости равны соответственно: y(0) = H, ( ) 00 =сV , 

 
*) Конечно, математически тождественную равенству (4) запись можно тракто-
вать и как результат применения к маятнику теоремы о кинетической энергии 
Т = А12 (см. решение предыдущей задачи). 
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ω(0) = 0. Получаем уравнение:  

2

ω

2
)(

22
сс ImV

yHmg +=− . 

С учётом кинематической связи скоростей ωRVc =  и выраже-

ния для момента инерции цилиндра 
2

2mR
Iс =  находим скорость 

центра масс цилиндра в нижней точке плоскости (y = 0): 

gHVc
3

4
= . 

Задача 
5.4. Человек массой mч переходит из центра вращающейся с 

угловой скоростью ω круглой горизонтальной платформы ради-
усом R и массой m на её край. Найти угловую скорость вращения 
системы в новом состоянии и изменение кинетической энергии. 
Человека принять за МТ. Трением в оси платформы пренебречь. 

Решение 

Момент внешних сил относительно оси вращения OZ Nz = 0, 
следовательно, момент импульса системы “платформа + человек” 
Mz постоянен во времени. 

1
2

1 ωωω RmII чплпл += ,     (1) 

2

2mR
Iпл = ,      (2) 

ччпл

пл

mm

m

RmI

I

2

ωω
ω

21
+

=
+

= ,    (3) 

)2(2

ω11

2

22

2

2

ч

ч

плчпл

z

mm

Rmm

IRmI

M
T

+
−=














−

+
= .  (4) 

Механическая энергия системы уменьшилась, благодаря 
наличию неконсервативных сил трения, совершающих отрица-
тельную работу в процессе перемещения человека. 

Задача 

5.5. Определить вторую космическую скорость, т.е. скорость, 
которую необходимо сообщить телу для того, чтобы оно для 
преодолело гравитационное притяжение Земли. 

Решение: 
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При решении данного вопроса предполагается наличие грави-
тационного взаимодействия ракеты только с Землей. Этим взаи-
модействием, очевидно, можно пренебречь лишь на очень («бес-
конечно») большом расстоянии от Земли. Будем считать, что по-
тенциальная энергия системы тел ракета – Земля в этом случае 
равна нулю. Тогда закон сохранения полной механической энер-
гии для неё может быть записан в виде:  

,0
2

0

2
II =+U

mV
        

где U0 − потенциальная энергия взаимодействия ракеты с Зем-
лей у поверхности Земли. 

Величина U0 определяется работой силы тяготения при пере-
мещении тела с поверхности Земли (r = RЗ) на бесконечно уда-

ленное расстояние: 


=
ЗR
rdrFU0  (см. 4.11), где RЗ − радиус Земли. 

Проекция силы тяготения Fr определяется из закона всемирного 

тяготения: ,
2r

mM
GF з

r −=  где m и МЗ − массы ракеты и Земли, r − 

расстояние от центра Земли до ракеты. Тогда  

.mgR
R

mM
G

r
GmM

r

dr
GmMU З

з

R

з
R

з

З
З

−=−=







−−=−=





1

20  

Здесь использовано равенство 
2
З

з

R

M
Gg =  для ускорения свобод-

ного падения у поверхности Земли. 

Как мы видим, потенциальная энергия притяжения величина 
отрицательная. Окончательно из закона сохранения энергии 
получаем:    

.2II RgV =  
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Задача 

5.6*. Два одинаковых цилиндрических бака соединены узкой 
трубкой с краном посредине. Радиус баков R = 20 см, радиус 
трубки r = 1 мм. Длина трубки l = 1 м. Проходное отверстие крана 
совпадает с сечением трубки. В один из баков налита вода до вы-
соты h = 50 см, второй бак был вначале пустой. В момент време-
ни t = 0 кран открывают. Определить: 1) характер течения воды в 
трубке в первые секунды, 2) время , по истечении которого раз-
ность уровней воды в баках уменьшается в e раз. Вязкость воды 
принять равной  = 1·10-3 Пас. 

Решение 

Характер течения воды в 
трубке (см. рис. 5.3) опреде-
ляется числом Рейнольдса: 

.
η

ρVr
Re =   (1) 

Значение максимальной 
скорости течения воды в 
трубке Vmax можно получить, используя формулу Пуазейля: 

l

rghr

l

pp
Q

η

πρ

η

π)(

88

4

0
4

21
0


=

−
= .    (2) 

С другой стороны, поток Q равен произведению средней ско-
рости истечения жидкости на площадь поперечного сечения 
трубки Q0 = Vmaxr2. Выражая отсюда Vmax, получаем максималь-
ное значение числа Рейнольдса для течения воды в условиях 
данной задачи:  

600
8 2

3

0

2

=
l

rgh
Remax

η

πρ
< 1000 − т.е. течение ламинарное.   (3) 

Объём воды dQ, протекающий по трубке за время dt при про-
извольном значении разность уровней воды в баках h определя-
ется по формуле Пуазейля: 

,dt
l

rgh
dQ




=

8

4

      (4) 

Этот объём связан с изменением уровня воды dx в левом баке ра-
венством dQ = R2dx. Изменение разности уровней в баках равно 
dh = − 2dx, поэтому 

h0 

X 

0 

dx 

h 

Рис. 5.3 
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.
dhR

dQ
2

2π
−=       (5)  

Приравнивая правые части равенств (4) и (5), получаем диффе-
ренциальное уравнение: 

28

24 dhR
dt

l

rgh π

η

πρ
−= .       

В результате разделения переменных получаем: 

dt
lR

gr

h

dh

η

ρ
2

4

4
−= .        

После интегрирования: Ct
lR

gr
h +−=

η

ρ
ln

2

4

4
, где С – некоторая кон-

станта. Потенцируя последнее уравнение, получаем: 
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А = еС – новая константа, которую можно найти из начальных 
условий. При t = 0, h = h0, отсюда А = h0. Окончательно получаем 
закон изменения для разности уровней воды в баке: 

tehth α
0)( −= . 

Отсюда мы можем дать ответ на вопрос задачи:  

 =


==
4

24
1

gr

lR
/

η
ατ  1,6104 с  4,5 час. 

Задачи для самостоятельного решения 

5.7. Два протона с энергией T = 0,5 МэВ каждый летят 
навстречу друг другу и испытывают «лобовое столкновение». До 
какого минимального расстояния rmin они могут сблизиться, если 
учитывать только электрическое взаимодействие между ними?  

5.8. Груз положили на чашку весов без толчка. Сколько деле-
ний n0 покажет стрелка весов при первоначальном отбросе, если 
после успокоения качаний она показывает n1 = 5 делений. Весы 
можно представить себе в виде пружинного динамометра. 

5.9. Движущаяся частица претерпевает абсолютно упругое 
столкновение с покоящейся частицей такой же массы. Доказать, 
что после столкновения, если оно не было лобовым, частицы 
разлетятся под прямым углом друг к другу. Как будут двигаться 
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частицы после центрального удара? 

5.10. Навстречу друг другу летят две частицы с массами m1 и 
m2. Между ними происходит неупругий удар. Известно, что кине-
тическая энергия первой частицы в n = 20 раз больше, чем у вто-
рой. При каком соотношении масс после удара частицы будут 
двигаться в сторону частицы с меньшей энергией? 

5.11. Может ли произойти ионизация атома 133Cs ударом ато-
ма 16O с кинетической энергией T0 = 4 эВ? Энергия ионизации 

ион = 3,9 эВ. 

5.12. В ядерной физике часто бывает нужно уменьшить ско-
рость нейтронов, выделяющихся при ядерных реакциях. Это 
происходит, например, при упругом ударе нейтрона о медленно 
движущееся (практически – неподвижное) ядро углерода (гра-
фит) или ядро дейтерия (тяжелый водород). Во сколько раз 
уменьшится скорость нейтрона при упругом лобовом столкнове-
нии нейтрона с покоящимся ядром углерода? Принять, что масса 
ядра углерода в n = 12 раз больше массы нейтрона. После лобово-
го столкновения направление движения нейтрона меняется на 
противоположное. 

5.13. Решить предыдущую задачу для случая соударения 
нейтрона с ядром дейтерия, массу которого можно принять рав-
ной удвоенной массе нейтрона. 

5.14. Обруч и диск одинаковой массы катятся без проскаль-
зывания с одинаковой скоростью движения их центров масс. Ки-
нетическая энергия обруча равна при этом Т1 = 40 Дж. Найти ки-
нетическую энергию диска Т2. 

5.15. Шар массой m = 1 кг, катящийся без проскальзывания, 
ударяется о стенку и откатывается от неё. Скорость центра масс 
шара до удара о стенку V0 = 11 см/с, после удара V = 9 см/с. Найти 
количество теплоты Q, выделившееся при ударе. 

5.16. Однородный стержень длиной l = 0,85 м может свободно 
вращаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через его 
конец. Какую минимальную скорость необходимо сообщить 
нижнему концу стержня, чтобы он сделал полный оборот вокруг 
оси. В исходном положении подвешенный стержень покоился. 
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5.17. Стержень, описанный в предыдущей задаче, отклонили 
до горизонтального положения и отпустили. Определить ско-
рость центра масс стержня в момент прохождения им положения 
равновесия? 

5.18*. Однородный стержень длины l может вращаться без 
трения вокруг горизонтальной оси, отстоящей на расстоянии l/3 
от одного из концов стержня. Стержень, занимавший сначала 
горизонтальное положение, отпустили без толчка. Найти модуль 
линейного ускорения опускающегося конца стержня в момент, 
когда стержень составляет с горизонтом угол . 

5.19. Однородному цилиндру сообщают начальный импульс, в 
результате чего он катится без проскальзывания вверх по 
наклонной плоскости с начальной скоростью V0. Какова скорость 
цилиндра на высоте h от основания? На какую максимальную 
высоту поднимется цилиндр? Как изменятся результаты для шара? 

5.20*. Стержень длины l падает, скользя одним концом по 
гладкой горизонтальной поверхности. В начальный момент 
стержень занимал вертикальное положение и покоился. Найти 
скорость центра масс стержня в момент его приземления. 

5.21*. Однородный стержень длиной l подвешен в вертикаль-
ном положении и может свободно вращаться вокруг горизон-
тальной оси, проходящей через его верхний конец. Горизонталь-
но летевшая пуля попадает в стержень и застревает в нем. На 
каком расстоянии x от верхнего конца должна находиться точка 
попадания пули, чтобы импульс системы “пуля – стержень” 
остался неизменным сразу после удара. 

5.22*. Линейка массы m = 100 г и длины l = 30 см лежит на 
гладком столе. По линейке наносят удар в точке, отстоящей от её 
центра на расстояние а = 5 см. При этом линейке мгновенно со-
общается импульс р = 610-2 кгм/с. Найти расстояние от центра 
линейки до точки О линейки, которая в момент удара его “не по-
чувствует” *). Как движется линейка сразу после удара? 

5.23. Человек массы mч = 60 кг стоит на краю покоящейся го-

 
*) Т.е. её мгновенная скорость будет равна нулю в момент удара. 
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ризонтальной платформы массы m = 120 кг, имеющей форму од-
нородного диска. Платформа может вращаться без трения отно-
сительно оси, проходящей через её центр. На какой угол повер-
нется платформа, если человек пойдет вдоль края платформы и, 
обойдя её, вернется на прежнее место на платформе? 

5.24. На стуле, который может свободно вращаться вокруг 
вертикальной оси и обычно используется при лекционных де-
монстрациях под названием скамьи Жуковского, сидит экспери-
ментатор, не касаясь ногами пола. Опишите, как будет двигаться 
скамья с экспериментатором в следующих случаях:  

а) Экспериментатор неподвижен, в руках у него стержень с осью, 
на которую насажено велосипедное колесо, которое может вра-
щаться вокруг этой оси с малым трением. Экспериментатор под-
нимает колесо над головой и, удерживая ось одной рукой в вер-
тикальном положении, другой рукой раскручивает колесо. б) 
Раскрутив таким образом колесо, наклоняет ось, придав ей гори-
зонтальное положение. в) Экспериментатор поворачивает ось до 
вертикального направления, противоположного исходному (а).  

5.25. В системе, описанной в предыдущей задаче, неподвиж-
ному экспериментатору дают в руки раскрученное колесо так, 
что, удерживая колесо над головой, он остается неподвижным. 
Как будет двигаться экспериментатор, если он а) повернёт ось 
колеса горизонтально? б) повернёт её вниз? Ответы необходимо 
обосновать. 

5.26. На старте установлена ракета массой m для запуска в 
вертикальном направлении. Каким должен быть расход топлива 
в единицу времени , чтобы обеспечить ракете начальное уско-
рение 2g? (g – ускорение свободного падения). Скорость истече-
ния газов из сопла относительно ракеты считать постоянной и 
равной u. 

5.27*. Найти скорость ракеты в тот момент, когда её масса за 
счёт сгорания топлива уменьшилась в e = 2,7 раза по сравнению с 
её значением на старте. Начальная скорость ракеты равна нулю. 
Скорость газовой струи относительно ракеты равна u, постоянна 
и направлена против движения ракеты. Влиянием внешних сил 
пренебречь. 
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5.28. С поверхности Земли вертикально вверх запускают ра-
кету массой m0 = 1 кг. Масса газов, вылетающих из ракеты за еди-
ницу времени  = 0,1 кг/с. Какой должна быть скорость газов от-
носительно ракеты u, чтобы она могла оторваться от Земли? 

5.29. Цилиндрический сосуд высоты h = 0,5 м и радиуса R = 10 см 
наполнен доверху водой. В дне сосуда открывается отверстие 
радиуса r = 1 мм. Пренебрегая вязкостью воды, определить вре-
мя , за которое вся вода вытечет из сосуда. 

5.30*. В условиях предыдущей задачи найти закон движения 
уровня воды в сосуде h(t) и зависимость скорости его движения 
от времени V(t). 

5.31. Площадь поршня шприца S1 = 4 см2, а площадь отверстия 
S2 = 1 мм2, ход поршня l = 40 мм. Пренебрегая вязкостью воды и 
трением поршня о стенки, определить, сколько времени будет 
вытекать из шприца вода, если давить на поршень с постоянной 
силой F = 5 Н.  

5.32. По горизонтальной трубе радиуса R = 12,5 мм течёт вода. 
Поток воды через сечение трубы Q = 3·10-5 м3/с. Определить: 1) 
характер течения, 2) перепад давления на единицу длины трубы 
dp/dl. Вязкость воды принять равной  = 1·10-3 Пас. 
 



§6. Закон Кулона. Напряжённость электрического поля … 
 

74 

Раздел второй. ЭЛЕКТРИЧЕСТВО  

§6. Закон Кулона. Напряжённость электрического поля.  
Теорема Гаусса 

• Согласно закону Кулона, сила взаимодействия двух то-
чечных зарядов в вакууме пропорциональна их величинам q1 
и q2 и обратно пропорциональна квадрату расстояния меж-
ду ними r. Она направлена вдоль прямой, соединяющей эти за-
ряды. Заряды одного знака отталкиваются, а противоположных 
знаков – притягиваются. Если заряды помещены в однородную 
жидкую или газообразную диэлектрическую среду, то сила взаи-
модействия между ними ослабляется в  раз, где  – относитель-
ная диэлектрическая проницаемость среды. С учётом этого закон 
Кулона для силы, действующей на второй заряд со стороны пер-
вого, может быть записан в виде (в системе единиц СИ): 

r

r

r

qq
F





=

2
21

0

21
4

1

επε
,     (6.1) 

где r


– радиус-вектор, проведённый от первого заряда ко второ-
му, 0 = 8,85∙10-12 Ф/м – электрическая постоянная.  

• Взаимодействие неподвижных зарядов осуществляется 
посредством электрического поля. Его основной количественной 
характеристикой является вектор напряжённости, который 
определяется для данной точки поля ( r


) как отношение силы, 

действующей на пробный точечный заряд, помещённый в эту точ-
ку, к величине заряда qпр: 

прq

rF
rE
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

= .      (6.2) 

Зная напряжённость в разных точках )(rE


можно найти силу, 

действующую со стороны поля на любой точечный заряд q, ока-
завшийся в данной точке поля: 

)()( rEqrF


= .      (6.3) 

• В вакууме для электрических полей выполняется принцип 
суперпозиции, согласно которому напряжённость электриче-
ского поля, создаваемого группой N зарядов в данной точке рав-
на векторной сумме напряжённостей электрических полей, со-
зданных каждым из зарядов в этой точке по отдельности: 
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Для системы N точечных зарядов напряжённость резуль-
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тирующего поля в вакууме равна: 
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где ir


 – радиус-вектор, проведённый от заряда с номером i в точ-

ку наблюдения поля r


. 
Для нахождения напряжённости электрического поля, со-

зданного протяжёнными заряженными телами, необходимо раз-
бить их на малые элементы, являющиеся точечными зарядами. В 
этом случае заряд распределён непрерывно, и в выражении (6.5) 
сумма переходит в интеграл. Для одномерных заряженных тел 
(стержни, нити) удобно использовать понятия линейной плотно-
сти заряда: 

dl

dq
=λ .       (6.6) 

Напряжённость в интересующей нас точке равна в этом случае: 
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Интегрирование ведётся по всем элементам длины dl вдоль 
заряженной нити (“L”). При распределении заряда по поверхно-
сти или объёму тела вводятся соответственно поверхностная и 
объёмная плотности заряда 

dV

dq

dS

dq
== ρиσ ,     (6.8) 

смысл которых нетрудно понять по аналогии с определением (6.6).  

• Решение задач о нахождении вектора E


для электрических 
полей, созданных протяжёнными заряженными телами с плос-
кой, цилиндрической и сферической симметрией, существенно 
упрощается при использовании вытекающей из закона Кулона 
теоремы Гаусса: 

Поток вектора напряжённости электрического поля Ф в ваку-
уме через любую замкнутую поверхность “” пропорционален ал-
гебраической сумме зарядов, расположенных в области простран-
ства “”, ограниченной этой поверхностью. Коэффициент про-
порциональности в системе СИ равен 1/0: 
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Напомним, что элементарным потоком dФ вектора E


 через 
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элемент поверхности Sd


 является величина: dФ = EndS, где En – 

проекция вектора E


 на нормаль n


 к элементу поверхности Sd


. 

Полный поток находят суммированием элементарных по всей 
поверхности “”: 


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= )( Sd,E


.      (6.9) 

С учётом этого, утверждение теоремы Гаусса в аналитической 
форме можно окончательно записать в виде: 
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где N – число частиц или тел с зарядами qi в области простран-
ства “”, охваченной поверхностью “”. 

Или, если заряд распределён в этой области пространства “” 
непрерывно с объёмной плотностью ( r


), то вместо (6.10) получим: 
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.     (6.11) 

• Задачи этого раздела, как правило, связаны с нахождением 
напряжённости электрического поля от группы точечных заря-
дов или от протяжённых заряженных тел. Подход, использую-
щий принцип суперпозиции (соотношения 6.5), применим для 
любых задач, хотя решение в аналитическом виде возможно 
лишь для задач, обладающих определённой симметрией. При ис-
пользовании теоремы Гаусса наличие симметрии является 
принципиально необходимым, ибо решение всегда построено 
на расчёте поверхностного интеграла в 6.11, сводящегося к про-

изведению модуля вектора E


 на площадь части поверхности “”, 
для которой рассчитывается поток вектора напряжённости Ф.  

Примеры решения задач 

6.1. Найти напряжённость электрического поля, создаваемого 
равномерно заряженным тонким стержнем длины 2a, в точке А, 
находящейся на перпендикуляре к стержню на расстоянии R от 
его середины. Линейная плотность заряда стержня  > 0. 

Решение 

В этом примере розобьём стержень на малые элементы длиной 
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dx (dx << R) и воспользуемся принципом суперпозиции электри-
ческих полей (см. рис. 6.1). Из точки А они представляются то-
чечными зарядами величиной dq =   d x. 

Напряжённость электрического поля, создаваемого в точке А 
всеми элементами стержня, определяется равенством (6.7). При ин-
тегрировании вдоль стержня (“L”), очевидно, будут складываться 

векторы Ed


 различного направле-

ния. 
Разложим эти векторы на две 

компоненты 
⊥Ed


 и 
||Ed


. Тогда 

  +== ⊥

L L L

EdEdEdE ||


.   

В силу симметрии задачи сумма 
векторов от всех участков стержня 
равна нулю, и суммирование суще-
ственно упрощается: 

 ⊥=
"L"

EdE


.   

     
Так как теперь складываются 

только сонаправленные векторы 

⊥Ed


, то можно перейти к суммиро-

ванию их модулей:  

  === ⊥

L L L r

dx
dEdEE

2
04

cosα

πε

λ
)cos( .   (*) 

Для интегрирования удобно перейти к одной переменной –
углу . Выразим для этого координату элемента стержня: 

x = Rtg и отсюда: α
αcos2
d

R
dx = .     

Подставляя в равенство (*) 
αcos2

2
2 R
r = , получаем: 


+

−

==
0

0

0

00 24

α

α

sinα
πε

λ
αcosα

πε

λ

R
d

R
E , где 

22
0

Ra

a

+
=sinα . И отсюда 

окончательно: 

⊥

+
= e

Ra

a

R
E



22
02πε

λ
.       
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
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Рис. 6.1 
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Если стержень очень длинный (“бесконечный”, a → ), то: 

R
E

02πε

λ
= .      (6.12) 

6.2. Решить ту же задачу для бесконечно длинной нити, исполь-
зуя теорему Гаусса. 

Решение 

Задача обладает осевой симметрией, в соответствие с которой 
линии электрического поля могут представлять собой либо 
окружности в плоскости перпендикулярной нити и с центрами 
на ней, либо иметь радиальное направление в указанной плоско-
сти. С учётом свойств электростатического поля силовые линии 
не могут быть замкнутыми, следовательно, остаётся вариант с 
радиальным расположением линий (см. рис. 6.2).  

Далее, нужно выбрать замкнутую поверхность “” для приме-

нения теоремы Гаусса, чтобы на её отдельных частях вектор E


 
был перпендикулярен нормали к поверхности, а на других па-
раллелен ей и постоянен по модулю. Таким свойством обладает 
поверхность цилиндра, коаксиального с рассматриваемым 
стержнем, который сверху и снизу имеет круглые основания 

(“осн”). Поток вектора E


 через такую замкнутую поверхность: 




+==

оснбок

dSEdSEdSE nnnФ .    (1) 

На боковой поверхности цилиндра E

 n


 и ЕndS = ЕdS. Кро-

ме того, из соображений осевой симметрии модуль вектора E


 
постоянен на боковой поверхности. Следовательно 
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
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hrrЕSrЕdSrЕdSE бокn

бокбок

π2)()()( === 


.    

На основаниях цилиндра E

⊥ n


 и ЕndS = 0. 

Таким образом, поверхностный интеграл в равенстве (6.9) 
удалось представить в виде произведения скалярных величин: 

=


)( Sd,E


 E(r)2 r h .     (2) 

Согласно теореме Гаусса: hλ
ε0

1
= . Отсюда: 

r
rE

02

λ
)(

πε
= , что 

совпадает с результатом, полученным в задаче 6.1*). 

Отметим, что ключевым моментом в проведенном решении 
является переход от интеграла (1) к произведению (2), основан-
ный на анализе симметрии задачи и невозможный при произ-
вольной форме заряженного тела. 

6.3. Определить напряжённость электрического поля E(x) на 
оси равномерно заряженного кольца радиуса R. Заряд кольца q, x 
– расстояние от центра кольца.  

Решение 

При решении задачи воспользуем-
ся принципом суперпозиции. Для 
этого разобьём кольцо на элементы – 
точечные заряды q, каждый из ко-
торых создает в точке А напряжён-
ность 

r

r

xR

q

r

r

r

q
E




+


=


=

)( 22
0

2
0 44

1

πεπε
. 

Вследствие симметрии задачи 
вклад в общую напряжённость дадут 
лишь составляющие напряжённости 

⊥E


 (сравните со случаем задачи 6.1). 

Поэтому напряжённость в точке А 
будет определяться только суммой 

этих составляющих 
⊥E


 по всем эле-

 
*) С той только разницей, что в задаче 6.1 расстояние от стержня было обозначено 

буквой R, т.к. буква r использовалась, как обычно, для обозначения радиус-вектора. 
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Рис. 6.2 
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ментам кольца: 

2322
0

2322
0 44 // xR

xq

xR

xq
ExE

)()(
)cos()(

+
=

+


==  .  

Зависимость проекции на ось Х вектора напряжённости Ex 
представлена на рис. 6.3. Видно, 
что на малых расстояниях от 
центра кольца эта зависимость 
линейная, на больших – обратно 
пропорциональная квадрату рас-
стояния (кольцо “становится” то-
чечным зарядом). Направлен век-

тор E


 вдоль оси Х. 

6.4. Определить напряжён-

ность электрического поля E


 на 
оси тонкого равномерно заряженного диска радиуса R. Поверх-
ностная плотность заряда диска равна . 

Решение 

При решении этой задачи воспользу-
емся также принципом суперпозиции. 
Для этого диск разобьём на кольца ради-
уса r и шириной dr. Тогда для напряжён-
ности поля такого кольца dE(x) можно 
записать (см. рис. 6.4 и задачу 6.3):  

2322
04 /xr

dqx
dE

)(πε +
= ,   

где dq = dS = 2rdr. Напряжённость 
поля диска получается интегрированием 
dE по всем значениям r от 0 до R:  















+
−=

+
=  22

00
2322

0

1
24

2

хR

x
dr

хr

хr
хE

R

/ ε

σ

πε

σπ

)(
)( . 

Нетрудно видеть, что при R →  получается такой же ре-
зультат, как и для поля бесконечной плоскости: Е = /20. 

6.5. Определить напряжённость поля E(r) внутри шара радиу-
са R, объёмная плотность заряда которого (r) =  ∙ r 1/2, где  – 
коэффициент пропорциональности, r – расстояние от центра шара. 
Диэлектрическая проницаемость материала шара равна . 
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Решение 

Исходя из радиальной симметрии электрического поля, вы-
берем замкнутую поверхность “” – сферу с центром, совпадаю-
щим с центром шара и с радиусом r < R. Для такой поверхности 
поток вектора напряжённости можно представить в виде 

24 rrEdSrEdSEn π)()( === 


.     

Сумма зарядов, оказавшихся внутри поверхности “”, равна 

=


dVρ 27

0

2

7

8
4 /

r

rdrrr
πα

πα = .     

Согласно теореме Гаусса, можно записать: 

24 rrE π)( 
27

0 7

81 /r
πα

εε
=  откуда .rrE / 23

07

2

εε

α
)( =  

Задачи для самостоятельного решения 

6.6. Найти силу, действующую на точечный заряд q = 310-7 Кл, 
расположенный в центре равномерно заряженного полукольца 
радиуса R = 0,2 м и имеющего заряд Q = 10-5 Кл.  

6.7. Определить напряжённость электрического поля Е вдоль 
оси однородно заряженного тонкого прямого стержня длиной 
l = 0,5 м с зарядом q = 10-6 Кл на расстоянии х = 0,5 м от конца стержня. 

6.8*. Определить силу взаимодействия точечного заряда q c 
заземленной металлической пластинкой, находящейся на рас-
стоянии а от заряда. Найти поверхностную плотность заряда (r) 
на пластинке и полную величину индуцированного заряда Q на 
пластинке. r – расстояние от заряда до соответствующей точки 
поверхности пластинки. Размеры пластинки много больше рас-
стояния а. 

6.9. Полусфера заряжена равномерно с поверхностной плот-
ностью заряда . Определить напряжённость электрического 
поля Е(0) в центре полусферы. 

6.10. Определить, используя теорему Гаусса, напряжённость 
электрического поля Е бесконечной плоскости. Заряд по плоскости 
распределен равномерно с поверхностной плотностью . 

home
Выделение
В 6.7 лучше "х" заменить на "а". В ответе должен быть знак приблизительно и множитель 10 в 4-й степени.

home
Вычеркивание
Лучше "на оси ..."
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6.11. Определить напряжённость электрического поля E(r) 
бесконечного диэлектрического цилиндра a) внутри и б) вне ци-
линдра. Заряд распределен внутри цилиндра равномерно с объ-
ёмной плотностью ; r – расстояние от оси цилиндра, диэлектри-
ческая проницаемость материала цилиндра . 

6.12. Определить напряжённость электрического поля E(r) 
внутри и вне равномерно заряженного диэлектрического шара с 
объёмной плотностью заряда . r – расстояние от центра шара, 
диэлектрическая проницаемость материала шара . 

6.13*. Бесконечная плоскость равномерно заряжена c плотно-
стью заряда . В плоскости имеется круглое отверстие радиуса R. 
Найти напряжённость электрического поля E(h) в точке, лежа-
щей на перпендикуляре к плоскости, проходящем через центр 
отверстия на расстоянии h от плоскости. 

6.14*. Найти напряжённость электрического поля Е в сфери-
ческой полости, однородно заряженного шара с объёмной плот-
ностью заряда . Расстояние между центром полости и центром 
шара равно b.  

6.15. С какой силой F (на единицу длины) отталкиваются две 
одноименно заряженные бесконечно длинные параллельные 
нити с одинаковой плотностью заряда  = 3 мкКл/м, находящие-
ся на расстоянии b = 2 cм друг от друга? 

6.16. Определить напряжённость электрического поля E(x) 
внутри и вне однородно заряженного плоского слоя толщиной d 
с плотностью заряда . х – расстояние от плоскости симметрии 
этого слоя. Диэлектрическая проницаемость материала слоя . 

6.17*. Пластину, равномерно заряженную с поверхностной 
плотностью заряда , пронизывает поток вектора напряжённо-
сти электрического поля . Найти составляющую силы Fn, пер-
пендикулярную плоскости пластины, действующую на пластину 
в этом поле. 

6.18. Определить силу притяжения F между двумя разно-
именно заряженными пластинами с поверхностной плотностью 
заряда . Площадь пластин S. Размеры пластин много больше 
расстояния между ними.  
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§7. Потенциал. Электроёмкость 

• Поле сил неподвижного точечного заряда q является цен-
тральным. Ранее (§4) было доказано, что любое поле централь-
ных сил потенциально. Потенциальная энергия пробного заряда 
qпр в поле заряда q равна:  

прпр q
r

q
rU =

04

1

πε
)(


.     (7.1) 

Величина )(r


 , определяемая как отношение потенциальной 

энергии пробного заряда, помещенного в данную точку электриче-
ского поля, к значению этого заряда, называется потенциалом: 

пр

пр

q

rU
r

)(
)(



= .      (7.2) 

Для точки поля точечного заряда в вакууме, газообразном 
или жидком диэлектрике потенциал равен: 

r

q
r

επε
)( =

04

1
.      (7.3) 

Как и потенциальная энергия, потенциал определён с точно-
стью до произвольной постоянной. В (7.3) использована норми-
ровка потенциала () = 0. Такую нормировку можно выбрать 
для любой реальной системы зарядов. Для модельных задач с 
бесконечными заряженными объектами типа нити или плоско-
сти  →   при r → , и необходима иная нормировка. 

Если пробный заряд перемещается из точки 1 в точку 2, то 
силы электростатического поля совершают работу: 

  )()()()()( 21212112 −−=−= прпрпрпр qrrqrUrUA


. (7.4) 

21 −  называется разностью потенциалов точек 1 и 2 электро-

статического поля. Из сравнения (7.4) с общим определением для 
работы силы (4.2) следует, что: 

),(
(2)

(1)
=− ldE


21 .     (7.5) 

В параграфе 4 была установлена взаимосвязь между силой и 

потенциальной энергией (формула 4.8: )(UgradF −=


). Отсюда 

непосредственно вытекает следующее равенство: 

−= gradE


,      (7.6) 

которое позволяет находить вектор E


 в каждой точке простран-
ства, если задана скалярная функция  (x,y,z). 
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Пусть имеется система точечных зарядов nqq ,1 , и соблюде-

ны условия выполнения принципа суперпозиции для напряжён-
ностей электрических полей, создаваемых этими зарядами. То-
гда можно записать принцип суперпозиции для потенциалов: 


=

=
n

i
i rr

1

)()(


,      (7.7) 

где i( r


) – потенциал поля i-го заряда, создаваемого им в отсут-
ствие остальных зарядов. 

Для системы точечных зарядов  


=

=
N

i i

i

r

q
r

104

1



)(  ,      (7.8)  

где ir


 – радиус-вектор, проведенный от заряда с номером i до 

точки наблюдения. 
Для протяжённых тел, также, как и в случае расчёта напря-

жённости электрического поля, тело разбивается на малые 
участки, которые представляются из точки наблюдения точеч-
ными зарядами. Затем находится потенциал, создаваемый каж-
дым из участков, и эти вклады суммируются. Например, при ли-
нейном распределении заряда вдоль нити “L” потенциал в точке 
наблюдения будет равен соответственно: 





=

L r

dl
r 


04

1
)( .     (7.9) 

• Электроёмкость 

Если два проводника, несущие заряды q и −q разделены вакуу-
мом, жидким или газообразным диэлектриком, напряжённость 

электрического поля E


 этих проводников в любой точке пропор-
циональна заряду q. Следовательно, (в отсутствии иных заря-
дов) разность потенциалов между проводниками: 

q
C

ld,E ==− 
12

1

21 )(


.     (7.10) 

Коэффициент пропорциональности 1/С зависит только от 
формы, размеров проводников и от диэлектрических свойств 
среды между ними. 

Величину С называют электроёмкостью такой системы про-
водников.  
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Необходимым условием однозначности электроёмкости системы 
проводников-обкладок является близость расположения обкла-
док друг к другу по сравнению с их размерами. Этим достигается 
независимость электрического поля между проводниками 
от внешних полей. Именно это обстоятельство учтено в опреде-
лении конденсатора. 

Конденсатором называется система двух проводников, обра-
зующих изолированное от других тел электрическое поле при со-
общении им равных и противоположных по знаку зарядов.  

Аналитически электроёмкость можно вычислить, используя 
соотношения (7.10), для ограниченного числа систем, обладающих 
плоской, цилиндрической или сферической симметрией.  

• В задачах, в которых требуется найти потенциал электри-
ческого поля или разность потенциалов используются два под-
хода. В первом используется знание потенциала поля точечного 
заряда и принципа суперпозиции полей. Второй, использующий 
соотношение (7.5), применѝм, когда известно явное выражение 

для вектора напряжённости E


 как функции координат. При рас-
чёте электроёмкости всегда реализуется второй подход, причём 
напряжённость электрического поля между обкладками конден-
сатора определяется с помощью теоремы Гаусса. 

Примеры решения задач 

7.1. Найти потенциал  и модуль Е напряжённости поля ди-
поля как функции r и  (r – расстояние от центра диполя,  – угол 
между осью диполя и направлением от центра диполя к данной 
точке). Модуль дипольного момента равен p = ql, l – плечо дипо-
ля. Считать, что размеры диполя очень малы: l << r. 

Решение 

Потенциал в точке А равен сумме потенциалов поля каждого 
из зарядов – положительного (+q) и отрицательного и (-q): 
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 lrусловиипри  =
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0πε4
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1

r

p 
 .   

Полученный результат для потенциала справедлив при r >> l 
(приближённые значения расстояний r+ и r– нетрудно получить, 
используя рисунок 7.1).  

Проекции напряжённости электрического поля Er и E могут 
быть представлены как соответствующие проекции вектора 
grad в полярных координатах: 

.
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
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Соответственно, модуль напряжённости равен:  

.θcos31
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Задача 

7.2. Определить потенциал и напряжённость электрического 
поля, созданного равномерно заряженным тонким кольцом на 
оси, проходящей через центр кольца перпендикулярно плоско-
сти, в которой лежит кольцо. Радиус кольца R, его заряд q. 

Решение 

Воспользуемся принципом суперпозиции для потенциала. Как 
и при решении задачи 6.3 кольцо разбиваем на точечные заряды 
qi, каждый из которых создает в точке А поле с потенциалом  
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Результат для (x) получается суммированием i по всем эле-
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Рис. 7.1 
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ментам кольца (см. рисунок к задаче 6.3): 

2122
04 /

i
i

xR

q
x

)(πε
)(

+
==  .      

Используя связь между напряжённостью электрического поля 

и потенциалом (7.6) 
x

Ex



−= , с учётом осевой симметрии зада-

чи получаем модуль напряжённости поля кольца на его оси:  

2/322
0 )(πε4

)(
xR

xq
xE

+
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Такой же результат для напряжённости ранее был получен 
нами (см. задачу 6.3) непосредственным суммированием вкладов 

E


  от малых участков кольца. Однако при этом пришлось скла-
дывать разнонаправленные векторы, что существенно сложнее 
по сравнению с вышеприведенным способом. 

Задача 

7.3. Определить потенциал (r) на поверхности (а) и внутри 
(б) равномерно заряженного по объёму диэлектрического шара 
радиуса R. Объёмная плотность заряда , диэлектрическую про-
ницаемость считать равной  = 1. 

Решение 

а) Нормируя потенциал на бесконечности () = 0, и с учётом 
того, что поле вне шара не отличается от поля точечного заряда, 
можно определить потенциал в точках на поверхности шара: 
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б) Найдём теперь поле в точках внутри шара. Применяя утвер-
ждение теоремы Гаусса для замкнутой сферической поверхности 
радиусом меньшим, чем у шара (r  R), приходим к равенству: 

ρπ
3

4

ε

1
π4)( 3

0

2 rrrE = . 

Отсюда получаем модуль напряжённости поля внутри шара на 
расстоянии r от его центра: 

0ε3

ρ
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r
rE = .        

Теперь нетрудно найти и потенциал точек поля, находящихся 
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внутри шара (r < R), складывая удельные работы:  
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Итак, потенциал в точках поля внутри шара равен: 
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Задача 

7.4. Определить электроёмкость единицы длины коаксиального 
кабеля Cl (см. Рис. 7.2). Радиус внутренней жилы кабеля а = 0,5 
мм, радиус оплетки кабеля b = 3 мм. Диэлектрическая проницае-

мость изолятора . 

Решение 

Данная система проводников, по сути, пред-
ставляет собой цилиндрический конденсатор. 
Чтобы найти поле в области между его обклад-
ками можно использовать теорему Гаусса, дей-
ствуя аналогично решению задачи 6.2 (см. стр. 
78–79). Будем считать, что по жиле и оплётке 
(обкладкам) разноимённые заряды распределе-
ны с линейной плотностью . Тогда получим, что 
модуль напряжённости электрического поля 

между ними равен 
r

rE
0πεε2

λ
)( = . Разность по-

тенциалов между обкладками теперь нетрудно найти следую-
щим образом: 
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Используя определение электроёмкости, для единицы длины 
коаксиального кабеля получаем: 

.
ln
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Cl =  
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b а 

Рис. 7.2 
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Задача 

7.5. Два длинных цилиндрических провода радиуса а = 0,5 мм 
расположены в воздухе параллельно друг другу (двухпроводная 
линия). Расстояние между их осями b = 10 мм. Найти электроём-
кость этой системы проводов Сl, приходящуюся на единицу их длины. 

Решение 

По данным задачи b >> a. Это позволяет считать, что заряды 
по поверхности проводников распределяются равномерно и 
напряжённость электрического поля между проводами можно 
найти, используя выражение (6.12) и принцип суперпозиции полей: 

)()()( rErErE


−+ += . Направим ко-

ординатную ось Х из произвольной 
точки оси одного провода в сторону 
оси другого перпендикулярно к ней 
– см. рис. 7.3. Тогда в любой точке 
вдоль этой оси с координатами 
а  х  b модуль напряжённости бу-
дет равен:  
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Для вычисления разности потенци-
алов между проводами выберем как 
раз путь вдоль прямой силовой ли-
нии, лежащей на оси Х и соединяю-
щей эти провода. Тогда разность 

потенциалов между ними равна: 
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Отсюда с учётом условия b  a получим: 

390 ,

a
b

C 
ln

πε
l пФ/м. 

Задачи для самостоятельного решения 

7.6. Найти потенциал  в центре полусферы радиуса R, заря-
женной равномерно с поверхностной плотностью заряда . 
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Рис. 7.3 
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7.7. Бесконечная плоскость заряжена равномерно с плотно-
стью заряда . Ось X перпендикулярна к плоскости, начало от-
счёта оси находится в точке её пересечения с плоскостью. a) 
Найти зависимость  ( х). б) Можно ли в данном случае использо-
вать нормировку потенциала  ( ) = 0? 

7.8*. Бесконечная пластина из диэлектрика с проницаемостью 
 заряжена однородно с объёмной плотностью заряда . Толщина 
пластины равна 2a. Ось X перпендикулярна к пластине, начало 
координат расположено в середине пластины. Найти (х): а) 
внутри и б) вне пластины. (Потенциал в середине пластины по-
ложить равным нулю). Пластина находится в воздухе. 

7.9. a) Могут ли силовые линии электрического поля (в той 
его части, где отсутствуют электрические заряды) пересекаться 
между собой? б) Могут ли пересекаться или соприкасаться экви-
потенциальные линии (поверхности), соответствующие различ-
ным потенциалам? 

7.10. Определить разность потенциалов 1 – 2 между двумя 
коаксиальными цилиндрами радиусов R1 и R2, равномерно заря-
женными противоположными по знаку зарядами с линейной 
плотностью . Краевыми эффектами пренебречь. 

7.11. Разность потенциалов между двумя коаксиальными ци-
линдрами c радиусами R1 и R2 равна u0. Выразить через u0 раз-
ность потенциалов u(r) между внутренним цилиндром радиуса 
R1 и точками, находящимися на расстоянии r от оси цилиндров 
(R1 < r < R2). 

7.12*. Накаленная нить катода радиолампы испускает элек-
троны, которые под действием электрического поля ускоренно 
движутся к цилиндру, вдоль оси которого натянута нить. Радиу-
сы цилиндра и нити равны соответственно R1 = 5 мм и R2 = 0,05 
мм. Разность потенциалов между цилиндром и нитью u0 = 91 В. Пре-
небрегая начальной скоростью электронов, определить ускоре-
ние a и скорость электронов v в точке, отстоящей от оси нити на 
расстоянии r = 3,5 мм. Заряд электрона е = −1,610−19 Кл, его масса 
me = 9,110−31 кг. 
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7.13*. Найти силу взаимодействия двух молекул воды, распо-
ложенных на расстояние r = 5 нм друг от друга. Дипольные мо-
менты молекул 1p


 и 2p


 расположены вдоль одной прямой и рав-

ны по модулю р = 0,6210-29 Клм. 

7.14. Получить формулы для электроёмкости: a) плоского 
конденсатора с площадью обкладок S и расстоянием d между ни-
ми; б) цилиндрического конденсатора (на единицу длины). Ради-
усы цилиндров R1 и R2; в) сферического конденсатора с радиуса-
ми сфер R1 и R2; R2 > R1. Конденсаторы заполнены диэлектриком с 
диэлектрической проницаемостью . 

7.15*. Между пластинами плоского воздушного конденсатора 
создается электрическое поле Е0. Затем половина зазора между 
пластинами заполняется однородным диэлектриком с проница-
емостью . Найти модули напряжённости поля Е1 и Е2 в двух об-
разовавшихся параллельно соединенных конденсаторах. Рассмот-
реть два случая: a) напряжение между обкладками не меняется; 
б) остаются неизменными заряды на обкладках. 

7.16*. Решить задачу, аналогичную предыдущей, с тем отли-
чием, что диэлектриком заполняется половина зазора между 
пластинами параллельно плоскости пластин. 

7.17*. Цилиндрический конденсатор заполнен двумя коакси-
альными цилиндрическими слоями изоляторов с диэлектриче-
ской проницаемостью 1 и 2 и “пробивными напряжённостями” 
Е1 и Е2. При каком соотношении между радиусами внутренней 
обкладки конденсатора и границы раздела изоляторов R1 и R2 
напряжённость поля будет одновременно достигать значения, 
соответствующего пробою в обоих диэлектриках? 

7.18*. Площадь каждой обкладки плоского конденсатора S = 1 
м2, расстояние между обкладками d = 5 мм. Зазор между обклад-
ками заполнен диэлектриком, проницаемость которого изменя-
ется в направлении перпендикулярном обкладкам по линейному 
закону от значения 1 = 2 вблизи одной обкладки до 2 = 5,44 
вблизи другой. Определить электроёмкость такого конденсатора. 
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7.19*. Радиусы обкладок сферического конденсатора R1 = 9 см и 
R2 = 11 см. Зазор между обкладками заполнен диэлектриком, 
проницаемость которого изменяется с расстоянием r по закону 
 = 2R1/r. Найти электроёмкость этого конденсатора. 

§8. Энергия электростатического поля 

• Найдём энергию заряженного конденсатора. Для этого 
рассчитаем работу по разделению зарядов между его обкладка-
ми. Элементарная работа внешних сил (см. 7.4) по перемещению 
заряда dq в электрическом поле равна: 

dq
C

q
dqdA

*
=−= )( 21

*),    (8.1) 

где (1 – 2) – разность потенциалов между обкладками, а q* – 
изменяющийся в данном процессе модуль заряда обкладок. Пол-
ная работа определяется суммированием элементарных работ, 
т.е. интегрированием в равенстве (8.1): 

 ==

q

C

q
dq

C

q
A

*

0

2

2
.     (8.2) 

Эта работа и определяет электрическую энергию Wэ, «запа-
сенную» в конденсаторе. Используя ещё раз связь заряда q на 
обкладках конденсатора с разностью потенциалов (1 – 2)  u 
между ними, можно записать эту энергию в виде: 

2

2uC
Wэ = ,      (8.3)  

• По современным представлениям, эта энергия сосредоточена 
в электрическом поле. Поэтому выразим её через характери-
стику самого поля – напряжённость. Используя (8.3), выразим 
энергию плоского конденсатора через модуль напряжённости 
электрического поля в нём: 

V
E

Sd
EEd

d

S
Wэ ===

222

2
0

2
0

2
0 εεεε)(εε

,   (8.4) 

где V – объём области между обкладками конденсатора.  

Определим энергию, приходящуюся на единицу объёма про-
странства, где есть электрическое поле wэ. Поле внутри кон-
денсатора однородно, поэтому: 

 
*) Здесь мы использовали определение электроёмкости конденсатора С = q/(1 – 2). 
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V

W
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W
rw ээ

э )( =



=


. 

С учётом простого соотношения для объёма Sd = V получим: 

( )rErw
 20

э
2

εε
)( = .     (8.5) 

Величина wэ называется объёмной плотностью энергии 
электрического поля. В случае неоднородного поля она позволя-
ет определять энергию, заключённую в малых элементах про-
странства объёмом dV: dWэ = wэdV. А зная напряжённость поля 
как функцию координат, можно рассчитать полную энергию 
электрического поля в той или иной области пространства «»: 




= dVrEW )(ε
ε

э

20

2
.     (8.6) 

• Задачи данного раздела, как правило, связаны с нахожде-
нием энергии электрического поля заряженных тел, а также из-
менения энергии конденсатора при его перезарядке, перемеще-
нии обкладок, заполнении пространства между обкладками ди-
электриком. 

Примеры решения задач 

8.1. Заряд q = 1 мкКл равномерно распределён по объёму ди-
электрического шара радиуса R = 1 см. Рассчитать  

а) энергию электрического поля W1 в окружающем шар пространстве; 

б) энергию W2, заключённую в пространстве внутри шара; 

в) полную энергию электрического поля Wэ, связанную с шаром. 

г) Какая часть энергии приходится на область пространства за преде-
лами концентрической с шаром сферы радиуса R1 = 1 м. 

Принять диэлектрическую проницаемость материала шара и 
окружающей среды равной  = 1. 

Решение 

а) Объёмная плотность энергии электрического поля опреде-
ляется равенством (8.5). Используя теорему Гаусса, легко полу-
чить напряжённость электрического поля. Вне шара она равна: 

2
04 r

q
rE

πε
)( = ,        

где r – расстояние от центра шара, q – полный заряд шара. Для 
вычисления интеграла (8.5) разобьём пространство на тонкие 
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сферические слои радиуса r и толщиной dr. Объём такого слоя 
равен dV = 4r2dr. Плотность энергии зависит только от радиуса 
и, следовательно, постоянна в пределах слоя. Энергия поля, за-
ключённая в пределах слоя равна: 

dr
r

q
wdVdW 













==

2
0

2

42

1

πε
.      

Полную энергию электрического поля вне шара находим, ин-
тегрируя dW в пределах от R до : 

450
42

1

42

1

0

2

2
0

2

1 ,
R

q

r

drq
W

R

=














=


= 



εε
 Дж.    

б) Модуль напряжённости электрического поля Е внутри 

шара равен 
0ε3

ρ
)(

r
rE =  (см. решение задачи 7.3), где  – объёмная 

плотность заряда. Тогда для сферического слоя внутри шара можно 
записать:  

dr
r

drr
r

wdVdW
0

42
2

2
0

22
0

ε18

πρ4
π4

)ε3(2

ρε
=== .    

Таким образом, энергию поля внутри шара можно рассчи-
тать, интегрируя dW по области шара (в пределах от 0 до R): 

0

52
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2

2
90
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
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
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=

R

q
 Дж,   

где q = (4/3R3) – полный заряд шара. 

в) Полная энергия электрического поля Wэ, связанного с ша-
ром, очевидно, равна сумме найденных выше энергий: 

.54,0
πε45

3

0

2

21э Дж
R

q
WWW =










=+=       

Отсюда видно, что 1/6 её часть приходится на область внутри 
шара, а 5/6 – на окружающее шар пространство. 

г) Вне концентрической с шаром сферы радиуса R1, поле имеет 
энергию, которую нетрудно рассчитать, действуя аналогично п. а: 











== 


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Это составляет долю равную %)1(01,0η
1

1 ===
R

R

W

W
 от об-
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щей энергии электрического поля, связанного с шаром. Т.е. почти 
вся энергия поля сосредоточена в пределах сферы радиуса R1. 

Задачи для самостоятельного решения 

8.2. Определить энергию электрического поля Wэ проводящего 
шара радиуса R, несущего заряд q.  

8.3. Определить радиус сферы R0,9, в пределах которой заклю-
чено 90% всей энергии поля проводящей сферы радиуса R, несу-
щей заряд q. 

8.4. Какая часть энергии , связанной с заряженным прово-
дящим шаром радиуса R0 = 1 см, заключена в пределах сферы, 
концентрической с шаром, радиуса R = 1 м? 

8.5*. Заряд q = 10-10 Кл распределяется равномерно по объёму 
шара радиусом R = 1 см. Затем, вследствие взаимного отталкива-
ния заряды переходят на поверхность шара. Какую работу А со-
вершают при этом электрические силы над зарядами? Считать  = 1.  

8.6. Точечный заряд q = 3 мкКл помещается в центре сфериче-
ского слоя из однородного и изотропного диэлектрика с  = 3. 
Внутренний радиус слоя а = 0,25 м, внешний b = 0,5 м. Найти 
энергию Wэ электрического поля, заключённую в пределах ди-
электрического слоя. 

8.7. Определить работу А, которую нужно совершить, чтобы 
увеличить на х = 0,2 мм расстояние между пластинами плоского 
конденсатора, заряженного разноимёнными зарядами с модулем 
q = 0,2 мкКл. Площадь каждой пластины S = 400 см2,  = 1. 

8.8. Среднее расстояние электрона от ядра в атоме водорода 
r = 0,810-10 м. Оценить: а) энергию Wэ кулоновского взаимодей-
ствия электрона с ядром; b) сумму таких энергий W0 для одного 
моля атомарного водорода. 

8.9. Найти энергию электрического поля W1, приходящуюся 
на единицу длины воздушного цилиндрического конденсатора.  
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Радиус внутреннего цилиндра – a, внешнего – b. Заряд единицы 
длины обкладок конденсатора равен .  

8.10. Определить зависимость q(t) заряда от времени на кон-
денсаторе электроёмкости С при подключении его через резистор с 

сопротивлением R к источнику тока с ЭДС . Построить график 
q(t). Определить максимальное значение силы тока при зарядке 
конденсатора.  

8.11. Определить зависимость заряда q(t) от времени на кон-
денсаторе электроёмкости С после замыкания его на резистор с 
сопротивлением R. Начальное значение заряда конденсатора q0. 
Построить график q(t). Определить время , за которое заряд 
уменьшится в е раз. 

8.12. Определить время , за которое энергия электрического 
поля конденсатора электроёмкости С = 1 мкФ уменьшится в 2 
раза. Конденсатор разряжается через резистор с сопротивлением 
R = 1 кОм. 

8.13. Две концентрические проводящие сферы радиусами 
R1 = 20 см и R2 = 50 cм заряжены одинаковыми зарядами q = 100 
нКл. Определить энергию Wэ электростатического поля, заклю-
чённого между этими сферами в диэлектрике с  = 1. 

§9. Законы постоянного тока 

• Электрический ток это упорядоченное движение заря-
женных частиц (носителей тока). Количественными характери-
стиками электрического тока являются плотность и сила тока. 

o Плотность электрического тока – вектор, направление 
которого совпадает с направлением упорядоченного движения 
положительных носителей тока, и равный по величине заряду, 
переносимому в единицу времени через единичную поверхность, 
перпендикулярную к скорости носителей:  

дрqnj v


= ,      (9.1) 

где q, n и дрv


 – заряд, концентрация и скорость упорядоченного 

движения носителей тока. 
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o Силой тока I называется скалярная величина, равная от-
ношению заряда dq переносимого через некоторую поверхность “” 
за малый промежуток времени dt, к величине этого промежутка: 



=
dt

dq
I .      (9.2) 

Зная вектор )(rj


 в каждой точке пространства можно найти 

силу тока через любую поверхность : 

)(


= Sd,jI


.      (9.3) 

• Для многих тел плотность тока в данной точке в широких 
пределах пропорциональна напряжённости электрического поля 
в той же точке: 

)(
)ρ(

)( rE
r

rj



 1
= .      (9.4) 

Величина )(r


  называется удельным сопротивлением веще-

ства, из которого сформировано проводящее тело. Равенство 
(9.4) носит название закона Ома в дифференциальной (локальной) 
форме. 

• Для поддержания в проводнике постоянного тока в ка-
ком-то участке цепи должны действовать силы, обеспечивающие 
движение зарядов против сил электростатического поля. 
Такие силы, в отличие от кулоновских, называют сторонними.  

o Величина, равная работе сторонних сил по перемеще-
нию единичного положительного заряда называется элек-
тродвижущей силой (ЭДС), действующей в цепи или на её участке (в 
источнике тока).  

o Закон Ома для участка цепи с ЭДС связывает силу тока, 
протекающего в участке, разность потенциалов на его концах 

1 − 2 и действующую на участке ЭДС 12: 

1221 εrRI −=+ )( .     (9.4) 

Здесь (R + r) – полное сопротивление участка цепи. При движении 
вдоль участка от точки 1 к точке 2 знаки падения напряжения 

I(R + r) и ЭДС 12 выбираются положительными, если направление 

тока и ЭДС источника совпадают с направлением обхода.  
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Величина 122112 ε−=u  называется напряжением на 

участке цепи 1-2. 

o Закон Ома для однородного участка цепи (без ЭДС) уста-
навливает прямо пропорциональную зависимость между си-
лой тока I и приложенным к участку цепи напряжением u12: 

12

1
u

R
I = ,      (9.5) 

где R – электрическое сопротивление проводника. Для про-
водника произвольной формы его можно рассчитать так: 

dl
S

R =
2

1

ρ
,      (9.6) 

где S – площадь поперечного сечения проводника. В частности, 
для однородного проводника цилиндрической формы длины l : 

S

l
R ρ= .      (9.7) 

• Из опыта известно, что при протекании электрического 
тока по проводникам часть энергии, приобретаемой зарядами в 
электрическом поле, переходит в тепло.  

Для физически малого элемента проводника выполняются 
локальные соотношения между этим количеством теплоты и 
характеристиками протекающего тока (закон Джоуля – Ленца в 
дифференциальной форме): 

2ρ
δ

j
dt

Qуд
= , либо 

2

ρ

1δ
E

dt

Qуд
= ,    (9.8) 

где Qуд – количество теплоты, выделяющееся в единице объёма 
за малый интервал времени dt. 

Количество теплоты Q, выделяемое во всём проводнике 
за малый интервал времени dt при протекании по нему тока, 
определяется законом Джоуля – Ленца (в интегральной форме): 

dt
R

dtIdtrRIQ
2

12
2 u

u ==+= )( .    (9.9) 

Отметим, что соотношение (9.9) выполняется в неподвижном 
проводнике при отсутствии химических реакций. 

• С помощью закона Ома в интегральной форме рассчитывают 
силы токов по заданным величинам ЭДС и полных сопротивле-
ний только в простейших случаях, когда цепь можно свести к од-
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ному неразветвленному контуру. Для разветвленных цепей весь-
ма удобно использовать так называемые правила Кирхгофа. Из 
закона сохранения заряда для стационарных токов следует пер-
вое правило Кирхгофа: 

o алгебраическая сумма сил токов, сходящихся в узле, равна нулю: 


=

=
N

i
iI

1

0 .       (9.10) 

Обычно силам токов, входящих в узел, приписывают знак 
плюс, выходящих из узла – минус.  

Из закона Ома для неоднородных участков цепи следует вто-
рое правило Кирхгофа: 

o алгебраическая сумма ЭДС, действующих в контуре, равна ал-
гебраической сумме произведений сил токов на полные сопротив-
ления в неразветвленных участках контура: 

( )  +=
i i

iiii rRI .     (9.11) 

Для применения второго правила Кирхгофа выбирается 
определённое направление обхода контура (по часовой стрелке 
или против неё). Знаки ЭДС и сил токов, входящих в равенства 
вида (9.11), считаются положительными, если направление 
обхода контура совпадает с направлением ЭДС и тока. Счи-
тается, что ЭДС направлена от отрицательного полюса ис-
точника тока к положительному.  

Например, для узла а в схеме, представленной на рис. 9.1 ра-
венство (9.10) запишется в виде: 

0415 =−− III .        

а

  

b

  

d  
c  

I1  

I2  

I3  

I4  I5  

R1  

R2  

R3  

R4  R5  

ε1, r1  

ε2, r2  

ε3, r3  
Рис. 9.1 
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Для контура abcd при обходе по часовой стрелке можно запи-
сать второе правило Кирхгофа: 

I1(R1+r1) + I2(R2+r2) − I3(R3 + r3) − I4R4 = ε1 − ε2 − ε3.   

Составив систему уравнений (используя правила Кирхгофа), 

по заданным величинам i, Ri и ri можно найти значения сил то-

ков, текущих по всем участкам анализируемой цепи. 
 При практическом использовании правил Кирхгофа направ-

ления токов в неразветвленных участках цепи и направления 
обхода контуров выбираются произвольно. Если в результате 
расчёта полученная величина силы тока положительна, то 
направление тока было выбрано правильно. В противном случае 
ток в действительности течёт в направлении, обратном выбран-
ному первоначально. 

• Токи в сплошных средах. Законы Ома и Джоуля - Ленца при-
ведены для случая, когда ток протекает по хорошо проводящим 
проводникам, окружённым изолятором (воздухом). Альтерна-
тивная ситуация реализуется при погружении металлических 
электродов, между которыми поддерживается постоянная раз-
ность потенциалов, в плохо проводящую среду. Определение си-
лы тока и сопротивления в этом случае продемонстрировано в 
решении задачи 9.2 данного раздела.  

• Задачи этого раздела обычно посвящены определению раз-
ности потенциалов, силы тока, сопротивления в электрических 
цепях по заданным остальным параметрам. При этом следует 
различать случай, когда токи локализованы в проводниках и ко-
гда они текут в сплошных средах между хорошо проводящими 
электродами. 

Примеры решения задач 

9.1. На рис. 9.2 изображена цепь постоянного тока, состоящая 
из трёх источников тока и трёх сопротивлений, включенных по-

R3 

ε1         ε2             ε3 

1 
• 
2 

• 

R1 R2 

Рис. 9.2 
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следовательно. Параметры цепи: ε1 = 2 В, ε2 = 5 В, ε3 = 2 В, R1 = 1 

Ом, R2 = 2 Ом, R3 = 3 Ом. Определить разность потенциалов 1 − 2 
между точками 1 и 2. Внутренним сопротивлением источников 
тока и соединительных проводов пренебречь. 

Решение 

Значение силы тока I легко найти, применив закон Ома для 
полной цепи с учётом полярности включения источников тока: 

321

312

RRR
I

++

−−
=


.  

Известные численные значения ЭДС источников позволяют 
определить, что ток в контуре протекает по часовой стрелке. С 
учётом этого запись закона Ома для участка цепи, содержащего 

ЭДС имеет вид:  

I(R1 + R2) = 1 − 2 + 2.  
Отсюда и получаем искомую 

разность потенциалов: 
1 − 2 = 

=− +
++

−−
= 221

321

312 )( 


RR
RRR

–4,5 В.  

Как видим, оказалось, что 
1 < 2 , т.е. ток по участку про-
текает в направлении повыше-
ния потенциала. К такому ре-
зультату приводит присутствие 

ЭДС 2 между точками 1 и 2. Это 

полезно проследить, построив ход 
потенциала  между этими точ-
ками (см. рис. 9.2).  

Задача 

9.2. Два металлических электрода произвольной формы 
разделены слабо проводящей средой заполняющей всё про-
странство. Удельное сопротивление среды , её диэлектрическая 
проницаемость . Электроёмкость указанной системы электродов 
равна С. Найти силу тока утечки I между электродами, если раз-
ность потенциалов между электродами равна . 

IR1 

2 

2 1 

 

IR2 

2  

1  

Рис. 9.2 
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Решение 

Линии плотности тока j


в изотропной среде совпадают с ли-

ниями напряжённости электрического поля E


, поскольку в лю-

бой точке пространства Ej


ρ

1
= . Сила тока, текущего по среде, 

сквозь замкнутую поверхность , окружающую один из электро-
дов равна 

 
 

== )(
ρ

)( Sd,ESd,jI
 1

.       

Используя теорему Гаусса, можно записать:   

0εε
)(

q
Sd,E =




,        

где q – заряд электрода,  – диэлектрическая проницаемость сре-
ды. Тогда “ток утечки” между электродами равен   

ρεερεε 00


==

Cq
I .       

Сопротивление R между обкладками связано с электроёмко-
стью системы соотношением: 

.
CI

R
ρεε0=


=       (9.11) 

Отметим, что оно справедливо только в однородных средах 
 = const,  = const. 

Задача 

9.3. Два металлических шара радиусом a помещены на рас-
стоянии l >> a друг от друга в бесконечную слабо проводящую 
среду с удельным сопротивлением . Найти электрическое со-
противление между электродами. Диэлектрическая проницае-
мость среды . 

Решение 

Значительное удаление шаров позволяет считать их уеди-
ненными проводниками с электроёмкостью: 

С1 = 40a.       
Эти своеобразные «конденсаторы» соединены последова-

тельно (у них одна общая обкладка – Земля) и Собщ = С1/2 = 20a. 
В соответствии с соотношением (9.11) 
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аа
R

π

ρ

επε

ερε

0 22
0 == .      

 На первый взгляд мы получили неожиданный результат: со-
противление между электродами не зависит от расстояния l. Это 
связано с предположением о бесконечности среды, в которую 
помещены шары. При их удалении друг от друга увеличивается 
сечение области, где проходят линии тока, что и компенсирует в 
точности рост сопротивления за счёт увеличения l. Отмеченный 
эффект использовался ранее для уменьшения числа проводов в 
телефонных и телеграфных линиях: одним из проводников яв-
лялась земля между двумя помещенными в грунт электродами 
на краях линии. 

Задача 

9.4. Металлический шар радиуса a окружён концентрической с 
ним металлической оболочкой радиуса b. Пространство между 
этими электродами заполнено однородной проводящей средой с 
удельным сопротивлением . Найти электрическое сопротивление 
R межэлектродного пространства. Рассмотреть случай b → . 

Решение 

Выделяя в межэлектродном пространстве сферический слой 
радиуса r и толщиной dr, можно записать выражение для вели-

чины сопротивления этого слоя 
2π4

ρ
r

dr
dR= . Отсюда полное со-

противление межэлектродного промежутка 

.
11

4π

ρ

π4

ρ
2









−==  bar

dr
R

b

a

      

При b →  R = /4a.  

Задачи для самостоятельного решения 

9.5. Участок цепи представляет тело вращения из однородно-
го материала с удельным сопротивлением , длиной l. Площадь 
поперечного сечения тела зависит от координаты х по закону S(x). 
Написать выражение для сопротивления R этого участка.  

9.6. Радиусы обкладок сферического конденсатора равны а и 
b (a  b). Пространство между обкладками заполнено веществом 
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с проницаемостью  и удельной проводимостью . Первоначаль-
но конденсатор не заряжен. Затем внутренней обкладке сообща-
ется заряд q0. Найти: а) закон изменения заряда q на внутренней 
обкладке, б) количество тепла Q, выделившееся при растекании 
заряда. 

9.7. Две квадратные пластины со стороной а, закрепленные 
на расстоянии d друг от друга (а  d), образуют плоский конден-
сатор, подключенный к источнику постоянного напряжения u. 
Расположенные вертикально пластины погружают в сосуд с ке-
росином со скоростью v. Проницаемость керосина . Найти силу 
тока I, текущего при этом по подводящим проводам.  

9.8. Имеется N = 24 источников тока с ЭДС ε = 1 В и внутрен-

ним сопротивлением r = 0,2 Ом. Эти источники соединены так, 
что образуют батарею из n последовательных секций, каждая из 
которых состоит из N/n соединенных параллельно источников. К 
батарее подключено внешнее сопротивление R = 0,3 Ом. При ка-
ком n мощность Р, выделяемая на сопротивлении R будет макси-
мальной? Чему равно максимальное зна-
чение P? 

9.9. Конденсатор электроёмкости С = 5 
мкФ подсоединён к источнику постоянно-
го тока с напряжением u = 200 В. Затем 
переключатель П переводится с контакта 
1 на контакт 2 (см. рис. 9.3). Найти количе-
ство теплоты Q, выделившееся на рези-
сторе сопротивлением R1 = 500 Ом. Сопро-
тивление резистора R2 = 300 Ом. 

9.10. Между обкладками плоского конденсатора помещена 
параллельно им медная пластинка, толщина которой равна 1/3 
зазора между пластинами. Электроёмкость конденсатора в от-
сутствие пластины С = 0,025 мкФ. Конденсатор подключен к ис-
точнику тока с напряжением u = 100 В. Определить: а) работу А1, 
которую надо совершить, чтобы извлечь пластинку из конден-
сатора; б) работу А2, совершаемую при этом источником тока. 
Нагреванием пластинки пренебречь.  

R2 
C 

• R1 

u 

• 
2 

• 1 

П 

Рис. 9.3 
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9.11. По участку цепи с сопротивлением R течёт постоянный 
ток силы I. Может ли при этом разность потенциалов на концах 
участка равняться нулю? 

9.12. В схеме, изображенной на 

рис. 9.4 ε1 = 10 В, ε2 = 20 В, ε3 = 30 В, 
R1 = 9 Ом, R2 = 7 Ом, R3 = 12 Ом. Найти 
силы токов в каждой ветви I1, I2, I3. 
Внутренними сопротивлениями ис-
точников пренебречь. 

9.13. Сила тока в проводнике со-
противлением R = 120 Ом равномер-
но возрастает от I0 = 0 до Imax = 5 A за время  = 15 с. Определить 
выделившееся за это время в проводнике количество теплоты Q. 

9.14. Сила тока в проводнике сопротивлением R = 100 Ом рав-
номерно убывает от I0 = 10 А до I = 0 за время  = 30 с. Определить 
выделившееся за это время в проводнике количество теплоты Q.  

9.15. Определить напряжённость электрического поля Е в 
алюминиевом проводнике объёмом V = 10 см3, если при прохож-
дении по нему постоянного тока за время  = 5 мин выделилось 
количество Q = 2,3 кДж. Удельное сопротивление алюминия 
 = 26 нОмм.  

9.16. Определить внутреннее сопротивление r и ЭДС ε источ-

ника тока, если во внешней цепи при силе тока I1 = 4 А развивается 
мощность Р1 = 10 Вт, а при силе тока I2 = 2 А мощность Р2 = 8 Вт. 

9.17. Определить среднюю мощность P, 
выделяющуюся на сопротивлении R = 10 
Ом, при протекании по нему прямоуголь-
ных импульсов тока длительностью  = 1 с 
и амплитудой I0 = 2 А. Период повторения 
импульсов Т = 2 с. 

9.18. Определить ЭДС батареи ε, прене-

брегая её внутренним сопротивлением в  

R1 R2 

R3 

V 

 

Рис. 9.5 

R1 R2 R3 

I1 
I2 

I3 

1 2 3 

Рис. 9.4 
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схеме, указанной на рис. 9.5. R1 = R2 = R3 = 100 Ом. Вольтметр по-
казывает напряжение u = 200 B, сопротив-
ление вольтметра Rv = 800 Ом.  

9.19. Максимальное сопротивление по-
тенциометра в схеме, представленной на 
рис. 9.6 R = 2 кОм, внутреннее сопротивле-
ние вольтметра Rv = 5 кОм, напряжение ис-
точника u0 = 220 В. Определить показание 
вольтметра V, если подвижный контакт 
находится посередине потенциометра. 

9.20. В схеме, представленной на рис. 
9.7 R1 = R, R2 = 2R, R3 = 3R, R4 = 4R. Опре-
делить заряд q на конденсаторе 
электроёмкости С. Напряжение источ-
ника u0. 

9.21. Определить плотность j элек-
трического тока в медном проводе с 
удельным сопротивлением  = 17 нОмм, если удельная тепловая 
мощность тока равна P = 1,7 Дж/(м3с).  

§10. Магнитное поле токов 

• Силовое действие магнитного поля на проводники с током 
и движущиеся заряды определяет вектор магнитной индукции 

B


. Чтобы найти B


, можно использовать закон Био–Савара–
Лапласа (БСЛ). Он позволяет 
определить индукцию маг-

нитного поля Bd


 от каждого 

элемента тока lId


в произ-
вольной точке пространства А, 
задаваемой радиус-вектором 
r


 (см. рис. 10.1):  

3r

r,ldI
Bd

][

4π

μ0



= ,  (10.1) 

где 0 – магнитная постоянная, 

C 

R1 

R2 

u0 

R3 

• 

R4 

Рис. 9.7 

• 

V 

R 

u

0 
• • 

Рис. 9.6 

Bd


 

 
r


  

I 

lId


 

A 

Рис. 10.1 
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равная 410-7 Гн/м (или Н/А2). Модуль магнитной индукции ра-
вен 

2r

Idl
dB


=

sin

4π

μ0 .     (10.2) 

Для нахождения результирующего магнитного поля в точке А 
следует, пользуясь принципом суперпозиции полей, найти сумму 

векторов Bd


 от всех элементов тока, на которые предварительно 

разбивается проводник с током I. Таким образом, принципиаль-
но может быть решён вопрос для проводников произвольной 
формы. Покажем, как реализуется этот подход практически для 
случая проводников несложной формы.  

Задача 

10.1. Ток силы I = 10 А протекает по прямолинейному участку 
проводника длины 2a = 20 см. Точка А лежит на расстоянии R = 4 
см от этого участка на перпендикуляре, проходящем через его 

середину. Найти магнитную индукцию B


 в точке A, которая со-
здается данным участком проводника. 

Решение 

Разобьём проводник на малые элементы 
и определим индукцию магнитного поля в 
точке А для каждого из них в соответствии с 
законом Био–Савара–Лапласа (10.1). Направление 
векторов определим по «правилу буравчи-
ка» (правого винта). Очевидно, все векторы 

Bd


 направлены одинаково – перпендику-

лярно плоскости, в которой располагается 
проводник и точка А (на рис. 10.2 показано 
символом  – перпендикулярно его плоско-
сти от нас). Поэтому результирующий век-

тор B


 направлен так же, и остается найти 
его модуль. Чтобы просуммировать модули 
dB (операция интегрирования), даваемые 
равенством (10.2), выразим входящие в него величины r и dl че-
рез одну переменную  и её дифференциал d : 

θsin

θ

sinθ

θ

sinθ 2

Rdrd
dl,

R
r === .    (10.3) 

B


 

A 

 

r


 

 

d 
R 

I 

lId


 

Рис. 10.2 
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Подстановка в (10.2) даёт: 

θ
sinθ

4π

μ0 d
R

I
dB = .     (10.4) 

Остается выполнить интегрирование в пределах изменения угла 
 для данного участка проводника, т. е. от 0 до  − 0: 

= 
−

d
R

I
B

0

0

θπ

θ

0 sin
4π

μ
,     (10.5) 

где 0 – угол, под которым направлен вектор, соединяющий ниж-

ний конец участка с точкой А. Очевидно 
22

0

Ra

a

+
=cosθ  (см. 

рис. 10.2). В итоге получаем модуль вектора магнитной индукции 
поля в точке А: 

( )
=

+
=

2

0

/1π2

μ

aR

I

R
B 46,4 мкТл.   (10.6) 

Если длина прямолинейного участка проводника с током 
много больше расстояния до точки А, вид результата упростится: 

==
R

I
B

π2

μ0 50 мкТл.     (10.7) 

Физически это соответствует магнитному полю очень длинного 
(бесконечного) проводника с током на конечном расстоянии R от 
него. 

10.2. Длинный проводник с 
током силой I изогнут под пря-
мым углом. Найти магнитную 
индукцию в точке А, находя-
щейся на расстоянии R от точки 
изгиба на продолжении одного 
из перпендикулярных участков 
(см. рис. 10.3) проводника. 

Решение 

Действуя аналогично предыдущей задаче, разобьем провод-
ник на элементы тока. Очевидно, угол  меняется в пределах от 0 
до /2 лишь для вертикального (по рис. 10.3) участка. Напротив, 
для горизонтального участка он постоянен и равен . Это озна-
чает, что данный участок не создает магнитного поля в точке А 

A 

 
B


 r


 

 

d 

R I 

lId


 

Рис. 10.3 
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(cos = 0). Выражение для индукции поля, создаваемого каждым 
элементом тока вертикального участка, записывается так же, как 
и в предыдущей задаче (10.4). Остается лишь просуммировать 
соответствующие векторы с учётом оговоренного выше диапа-
зона изменения угла . Модуль вектора магнитной индукции для 
этого случая равен 

R

I
B

π4

μ0= .      (10.8) 

Задача 

10.3. По круговому витку из тонкого провода радиуса R = 5 см 
циркулирует ток силой I = 10 А. Найти магнитную индукцию на 
оси витка на расстоянии х = 10 см от его центра, а также в центре 
витка. 

Решение 

Определим, прежде всего, направление векторов Bd


 от эле-

ментов тока lId


 в рассматриваемом случае. По закону БСЛ оно 

определяется векторным произведением ],[ rld


, то есть векторы 

Bd


 перпендикулярны как вектору ld


 так и r


. Это означает, что 

векторы Bd


 располагаются “веером” (по поверхности конуса) 

вокруг оси симметрии кольца с вершиной в точке А (см. рис. 
10.4). Угол раствора веера равен 2(/2 − ) ( – угол, под кото-
рым элемент тока виден 
из точки А, одинаковый 
для всех элементов тока). 
Из симметрии расположе-

ния векторов Bd


 относи-

тельно оси ОХ очевидно, 
что суммирование даст 
результирующий вектор, 
направленный вдоль оси 
ОХ. Остается найти лишь 

сумму проекций векторов Bd


 на это направление. 

2322

2

3

0 2

4 /x
xR

IR
dl

r

IR
dBB
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π

4π
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π

μ 0
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===  .   (10.9) 
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Окончательно получаем:  =
+

=
2322

2
0

2 /xR

IR
B

)(

μ
11,2 мкТл.  

Полезно записать результат (10.9) для вектора B


 также через 
магнитный момент кругового витка с током mp


 (рm = SI = R2I): 

2322

2
/

m

xR

p
B

)(4π

μ0
+

=


.     (10.10) 

На большом расстоянии от витка (x >> R) 

3

2

x

IR
B

2

μ0=  .      (10.11) 

или в векторной форме: 
3

2

x

p
B m



4π

μ0= .  (10.12) 

Обратим внимание на то, что индукция магнитного поля вит-
ка убывает обратно пропорционально кубу расстояния x от него 
(аналогично электрическому полю диполя). 

В центре витка x = 0, поэтому из (10.9) следует: 

6,125
2

μ0 ==
R

I
B  мкТл.      (10.13) 

Рассмотренный на приведенных выше примерах способ 
нахождения индукции магнитного поля токов обладает большой 
общностью, но сопряжен, зачастую, с весьма кропотливыми ма-
тематическими процедурами. В ряде частных случаев, характе-
ризующихся определенной симметрией, искомый результат 

можно получить, применяя теорему о циркуляции вектора B


. 

Циркуляция вектора магнитной индукции B


 по любому 
замкнутому контуру “C” пропорциональна алгебраической 
сумме токов, пронизывающих поверхность, ограниченную 
этим контуром:  

 =
i

i

"C"

Ild,B 0μ)(


.     (10.14) 

В приведенной аналитической записи утверждения теоремы 
коэффициент пропорциональности имеет вид, соответствующий 
системе единиц СИ. В том случае, когда через поверхность “”, 
ограниченную контуром “C” протекают распределенные токи, в 
правой части вместо суммы следует записать интеграл вида: 

)(
""

Sd,j


,       
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где j


 – плотность тока, а интеграл берется по всей поверхности, 

ограниченной контуром “C”.  

Использование теоремы о циркуляции вектора B


 для нахож-
дения магнитного поля проводников с током возможно лишь в 
тех случаях, когда за счёт выбора формы контура “C” интеграл в 

(10.14) можно свести к произведению модуля вектора B


 на дли-
ну контура или отдельных его частей. Проиллюстрируем это на 
рассмотренном ранее примере прямого проводника с током. Если 
проводник бесконечен, то ввиду осевой (цилиндрической) симмет-
рии, в любой плоскости, перпендикулярной проводнику, линии поля 
могут быть либо радиальными, либо представлять собой окруж-
ности с центрами на нём (а и б на рис. 10.5 соответственно). С 

учётом свойств магнитного поля физически приемлемой являет-
ся только вторая картина линий индукции, т.к. мы знаем, что 

магнитных зарядов в природе не существует и линии B


 всегда 
замкнуты. Очевидно, 

что модуль вектора B


 
зависит только от рас-
стояния до проводни-
ка и постоянен на 
окружности радиуса r. 
Если в качестве кон-
тура интегрирования 
выбрать линию поля 

(контур «С» на рис. 10.6), то векторы B


 и ld


 на любом её участке 

сонаправлены. С учётом этого: 

( ) rrBdlrBdlrBld,B
CCC

π)()()( 2=== 


.    

Здесь учтено, что оставшийся интеграл, равен по определению 

 
 

B


 
 

а) 
 

B


 
 

 
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

 
 

Рис. 10.5 
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длине контура “C”, т.е. длине окружности 2r. В соответствии с 

теоремой о циркуляции вектора B


: 

В(r)2R = 0I, и  
r

I
B

π2

μ0= *).  (10.15) 

Применим данный способ нахождения магнитного поля к не-
сколько более сложному случаю. 

10.4. По прямому цилиндрическому проводу, радиус сечения 

которого R, течёт постоянный ток плотности j


. Найти индукцию 

магнитного поля как вне, так и внутри этого провода. Влиянием 
магнитной проницаемости вещества провода пренебречь.  

Решение 

Отметим, прежде всего, что закон изменения индукции с рас-
стоянием, вероятно, различен для области пространства вне и 
внутри проводника. Применим теорему о циркуляции дважды, 
выбрав соответствующие контуры – окружности с радиусом r 
большим и меньшим, чем радиус R цилиндрического проводника 
с током соответственно. 

Повторяя рассуждения аналогичные приведённым в преды-
дущем примере, определим значение циркуляции магнитного 
поля для обоих контуров – В2r. Отли-
чаться будут лишь выражения в правой 
части равенства (10.14), соответствующе-
го теореме о циркуляции: 

0jR2 – для поля вне проводника, и 
    

0jr2 – для поля внутри проводника.  

При этом учтено, что плотность тока 

отлична от нуля и постоянна ( j


) только в 

пределах проводника радиуса R (поверхности 1 на рис. 10.7). 
Соответствующие результаты для магнитного поля можно 

записать в виде: 

 
*) Результат совпадает с полученным ранее в задаче 10.1, с той разницей, что расстоя-

ние от проводника обозначалось в ней “R”. 

I 
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Рис. 10.7 



Часть I. Механика. Электричество 

 

113 

r

jR
rB

2

μ
)(

2

0=  – вне проводника, и    

r
j

rB
2

μ
)( 0=  – внутри проводника.   

На рис. 10.8 показано распределение магнитного поля в ради-
альном по отношению к оси проводника направлении. 

Ясно, что направление маг-
нитного поля в любой точке 
пространства определяется 
правилом правого винта. Одна-
ко, приведём также и вектор-
ную форму записи для магнит-
ной индукции поля, существу-
ющего вокруг и внутри провод-
ника в точках, положение кото-
рых относительно оси провода 

определяется радиус-вектором r


: 

 
2

2

0

2

,μ
)(

r

Rrj
rB



= – вне проводника, и    

 rjrB


,
2

μ
)( 0=  – внутри проводника.    

Эти результаты помогут при решении более сложных задач 
(например, 10.20).  

Найдём поле соленоида – длинной катушки с током. 

10.5. Однослойный соленоид имеет длину l = 0,5 м и число 
витков N = 1000. Найти индукцию магнитного поля в центре со-
леноида, если сила тока в обмотке равна I = 1 А.  

Решение 

Прежде чем применять рассмотренный выше подход (теорему 
о циркуляции) сделаем некоторые заключения о структуре поля 
соленоида. Катушка состоит из большого количества одинаковых 
витков с током, каждый из которых дает свой вклад в результи-
рующее магнитное поле. При этом для каждого витка найдется 
симметрично ему расположенный по отношению к плоскости, 
перпендикулярной к оси катушки (О1О2, см. рис. 10.9). Сумма век-
торов индукции от симметричных витков в любой точке этой 
плоскости дает вектор параллельный оси соленоида. Итак, 

Рис. 10.8 
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направление векторов может быть 
только параллельным оси катушки как 
вне, так и внутри неё. 

Выберем теперь контур 1–2–3–4 
для применения теоремы о циркуля-
ции в виде прямоугольника, две сто-
роны которого располагаются вдоль 
оси катушки, а две другие – перпенди-
кулярно. Одна из сторон 1–2 при этом 
расположена внутри катушки, а про-
тивоположная 3–4 – вне. 

Циркуляция вектора B


 складыва-
ется из интегралов: 

 +++=

)1(

)4(

)4(

)3(

)3(

)2(

)2(

)1(""

),(),(),(),(),( ldBldBldBldBldB

C


. (10.15) 

Второе и четвёртое слагаемое равны нулю, так как на любом 

участке сторон контура 2−3 и 4−1 векторы Bd


 и ld


взаимно-

перпендикулярны. Участок 3−4 может быть выбран на любом 
расстоянии от оси соленоида, в частности на очень большом, где 
магнитное поле пренебрежимо мало (вспомним закон убывания 
индукции поля с расстоянием по закону БСЛ). Поэтому выражение 
для циркуляции практически полностью определяется индукцией 
поля внутри соленоида. Остаётся приравнять его сумме сил токов, 
пронизывающих контур с коэффициентом 0: 

=
i

iIBl 0μ ,  INBl = 0μ , N = nl,     

где n – число витков на единицу длины соленоида. Отсюда полу-
чаем, что индукция поля внутри соленоида равна:  

B = 0nI *) .     (10.16) 
И с учётом численных данных задачи: 

= I
l

N
B 0 2,5 мТл.      

Независимость циркуляции от расположения внешнего 
участка контура (3−4) говорит также о том, что магнитное поле 
вне соленоида очень мало. Практически все поле сосредоточено 
внутри катушки и однородно. Заметим, что в этом смысле со-

 
*) Если соленоид заполнен однородным изотропным веществом, то индукция возраста-

ет в  раз, где  – магнитная проницаемость этого вещества. 
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Bd

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Рис. 10.9 
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леноид аналогичен конденсатору, почти всё электрическое поле 
которого сосредоточено между обкладками. 

Задачи для самостоятельного решения 

10.6. Два прямолинейных бесконечно 
длинных проводника расположены пер-
пендикулярно друг к другу и находятся в 
одной плоскости (см. рис. 10.10). Найти 

индукцию магнитного поля B


 (модуль и 
направление) в точках М1 и М2, если I1 = 2 
A, I2 = 3 А. Расстояния r1 = NМ1 = NM2 = 1 см. 
r2 = DM1 = CM2 = 2 см. 

10.7. Два прямолинейных длинных проводника расположены 
параллельно на расстоянии l = 5 см друг от друга. По проводни-
кам текут токи силой I1 = I2 = I = 10 A в противоположных 
направлениях. Найти величину и направление индукции маг-

нитного поля B


 в точке, находящейся на расстоянии R = 5 см от 
каждого из проводников.  

10.8. По двум прямолинейным параллельным длинным про-
водникам, расстояние между которыми l = 20 см текут токи си-
лой I1 = 40 A и I2 = 80 A в одном направлении. Найти величину и 

направление индукции магнитного поля B


 в точке, находящей-
ся на расстоянии r1 = 12 см от первого проводника и от второго – 
на расстоянии r2 = 16 см. 

10.9. Два прямолинейных длинных проводника расположены 
параллельно на расстоянии l = 15 см друг от друга. По проводни-
кам текут токи силой I1 = 70 A и I2 = 50 A в противоположных 
направлениях. Найти модуль вектора маг-
нитной индукции поля В в точке, находящей-
ся на расстоянии r1 = 20 см от первого и 
r2 = 30 см от второго проводника. 

10.10. Два прямолинейных длинных про-
вода с токами силой I1 = 80 A и I2 = 60 А скре-
щены под прямым углом (см. рис. 10.11). Рас-
стояние между проводами равно r = 10 см. 
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Найти индукцию магнитного поля B


 (модуль и направление) в 
точке A, лежащей на общем перпендикуляре к проводникам на оди-
наковом расстоянии от обоих. 

10.11. Из проволоки длиной L = 1 м сделана квадратная рам-
ка. По этой рамке течёт ток силой I = 10 А. Найти индукцию маг-

нитного поля B


 в центре рамки. 

10.12. Определить индукцию магнитного 

поля B


 в точке O, если проводник с током 
силой I имеет вид, показанный на рис. 10.12. 
Радиус изогнутой части проводника равен R, пря-
молинейные участки проводника предполагаются 
очень длинными. 

10.13. Ток силы I = 2 А течёт по плоскому 
контуру, изображенному на рис. 10.13. Угол между 
прямолинейными участками контура прямой. 
Радиусы имеют значения: r1 = 10 см, r2 = 20 см. 

Найти магнитную индукцию B


 в точке О. 

10.14. Найти индукцию магнитного поля 

B


 в точке О контура с током силой I, который 
показан на рис. 10.14. Радиус R и сторона а из-
вестны.  

10.15. Ток силы I = 5 А циркулирует в кон-
туре, имеющем форму равнобочной трапеции 
(рис. 10.15). Отношение оснований трапеции 

k = 2. Найти магнитную индукцию B


 в точке 
А, лежащей в плоскости трапеции. Меньшее 
основание трапеции a = 10 cм, расстояние 
b = 5 cм. 

10.16. По проволоке, согнутой в виде пра-
вильного п-угольника, вписанного в окруж-
ность радиуса R, пропускается ток силы I. 

Найти магнитную индукцию B


 в центре мно-
гоугольника. Исследовать полученный результат для случая п → . 
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10.17. Ток силой I = 5 А течёт по замкнутому 
проводнику, показанному на рис. 10.16. Радиус 
изогнутой части R = 120 мм, угол 2 = 90°. Найти 

магнитную индукцию B


 в точке О. 

10.18. Электрон движется прямолинейно с 
постоянной скоростью v = 0,3106 м/с. Опреде-

лить магнитную индукцию B


 поля, создавае-
мого электроном в точке, находящейся на расстоянии r = 4 нм от 
электрона и лежащей на прямой, проходящей через мгновенное 
положение электрона и составляющей угол  = 30° со скоростью 
движения электрона. 

10.19*. Согласно теории Бора, электрон в атоме водорода 
движется вокруг ядра по круговой орбите радиусом r = 5,310-11 м 

(0,53 


A ). Определить магнитную индукцию B


 поля, создаваемо-
го электроном в центре орбиты. 

10.20*. Внутри прямого провода круглого сечения имеется 
круглая цилиндрическая полость, ось которой параллельна оси 
провода. Смещение оси полости относительно оси провода опре-
деляется вектором a


. По проводу течет ток одинаковой по всему 

сечению плотности j


. Найти индукцию магнитного поля B


 

внутри полости. 
 

§11. Сила Ампера. Сила Лоренца 

• Сила Ампера 

Действие магнитного поля на проводники с токами определя-
ется законом для силы Ампера: 

],[ BldIFd


=       (11.1) 

здесь Fd


 − сила, действующая на элемент тока lId


 со стороны 

магнитного поля с индукцией B


 в том месте, где располагается 

участок проводника ld


. Направление этой силы определяется по 
правилу левой руки. Полная сила, действующая на проводник с 
током конечной длины, вычисляется суммированием (интегри-
рованием) элементарных воздействий. 

O 

2 

I 

• 

Рис. 10.16 
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• Сила Лоренца 

Движущийся электрический заряд q также представляет со-
бой “элемент тока”. Магнитное поле действует на него с силой, 
получившей название силы Лоренца: 

],[ BVqFЛ


= ,      (11.2) 

где V


 – скорость движения заряда. Часто обобщённой силой Ло-
ренца называют силу, действующую на заряженную частицу в 
электрическом и магнитном полях: 

],[* BVqEqFЛ


+= .     (11.3) 

Проиллюстрируем применение законов взаимодействия 
электромагнитного поля с токами и заряженными частицами на 
примерах. 

Задача 

11.1. В одной плоскости с длинным пря-
мым проводом, по которому течёт ток си-
лой I1 = 6 А, расположена квадратная рамка 
так, что две её стороны параллельны про-
воду, а расстояние от провода до ближай-
шей из этих сторон равно её длине а = 0,5 м 
– см. рис. 11.1. По рамке течёт ток силой 
I2 = 1 А. Какую работу нужно совершить, чтобы переместить рам-
ку параллельно самой себе вправо на расстояние l = 40 см? 

Решение 

На каждую сторону квадратной рамки будет действовать сила 
Ампера со стороны магнитного поля, порождённого током, те-
кущим по прямолинейному проводнику. Нетрудно определить 
(по правилу «левой руки»), однако, что на стороны рамки, пер-
пендикулярные проводнику действуют силы, которые равны и 
противоположно направлены. Сила притяжения, действующая 
на ближнюю к проводнику сторону рамки больше силы отталки-
вания, действующей на дальнюю сторону. Для нахождения этих 
сил достаточно, используя значение модуля индукции магнитно-
го поля длинного прямолинейного проводника с током (стр. 108, 
равенство 10.7) и применить закон для силы Ампера (11.1) 
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Рис. 11.1 
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Напомним, что работа в неоднородном силовом поле 

=

(2)

(1)

),( ldFA


12  (см. 4.2). Поскольку в нашем случае рамку перемеща-

ют вдоль оси Х, искомая работа =

(2)

(1)

)( dxxFA , и равна алгебраиче-

ской сумме работ сил притяжения и отталкивания:  














−




= 

++ la
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a
х
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х

dхaII
A

2

2
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2















 +
−







 +




=

a
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a

laIaI

2

2

2
210 lnln . 

Окончательно получаем:  








+

+




=

22
210

/la

laIaI
A ln . 

11.2. Протоны движутся в однородном магнитном поле цикло-
трона по дуге окружности радиусом R = 10 м. При этом модуль 
индукции B = 2 Тл и поле направлено перпендикулярно плоско-
сти движения частиц. Пучок протонов попадает на заземлённую 
мишень. Найти силу тока в пучке, если тепловая мощность, вы-
деляющаяся в мишени, составляет Р = 2 Вт. Отношение заряда 
протона к его массе равно e/m = 108 Кл/кг. 

Решение 

Протоны движутся по окружности под действием со стороны 
магнитного поля силы Лоренца, сообщающей каждой частице 
центростремительное ускорение. По 2-му закону Ньютона: 

Bq
R

m v
v

=
2

.      (1) 

Кинетическая энергия протона  равна 

2

2vm
T = .      (2) 

Вся эта энергия при неупругом ударе о мишень превращается 
в тепло. Поэтому тепловая мощность, выделяющаяся в мишени, 
может быть посчитана следующим образом:  

P = Тn,       (3)  
где n – число протонов, попадающих на мишень в единицу вре-
мени. Исходя из определения силы тока, запишем:  

I = nq.       (4)  
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Из равенств (2) и (3) получаем 
2

2

vm

P
n =  и, используя равен-

ства (1) и (4), окончательно находим: 

10
22222

2

2
101

222 −====
)( m/eRB

P

RBq

m

m

P
q

m

P
I

v
 A.  

11.3. Вдоль линий индукции однородного магнитного поля из од-

ной точки вылетают электроны со скоростью V


, имея малый угловой 

разброс . Определите, на каком расстоянии от места вылета пучок 
будет иметь минимальный поперечный размер. Индукция магнитного 

поля B


. Масса электрона тe, его заряд – е. 

Решение 

Электрон, скорость которого образует угол  с направлением 

магнитного поля B


, движется 
по винтовой линии. Разложим 
вектор скорости электрона на 
две составляющие: направлен-
ную вдоль линий магнитной 
индукции V = Vcos  V и пер-
пендикулярную к ним V⊥ = 
Vsin   V (см. рис. 11.2). Период движения электрона по спи-
рали T – время прохождения одного витка определяется из 
уравнения движения с учётом выражения для силы Лоренца: 

BeV
R

V
me ⊥

⊥ =
2

, 
⊥

=
V

R
T

π2
,  

eB

m
T eπ2
= .   

Как видим, период не зависит ни от скорости электрона V, ни от 
радиуса витка R. Шаг винтовой линии, напротив, определяется 
скоростью V: 

L = VT  V
eB

me 
2

.      

Пройдя именно это расстояние, слабо расходящийся из одной 
точки пучок электронов, сфокусируется практически в одной 
точке. 

V
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Рис. 11.2 
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• Виток с током в магнитном поле 

Если в однородное магнитное поле поместить виток с током, 
характеризующийся магнитным моментом mp


, то на него будет 

действовать вращающий момент сил: 

],[ BpN m


=  , N = pmBsin,    (11.2) 

где  – угол между векторами mp


 и B


. Элементарная работа при 

повороте витка равна при этом dA = Nd = pmBsind. Этому 
соответствует потенциальная энергия взаимодействия витка 

тока с магнитным полем  −== cosBpdAW mм .  

В неоднородном поле виток испытывает, кроме того, втяги-
вающее или выталкивающее воздействие со стороны магнитно-
го поля, в зависимости от первоначальной ориентации векторов 

mp


 и B


. Сила этого взаимодействия может быть получена, ис-

ходя из общей взаимосвязи силы и потенциальной энергии: 

мWF grad−=


, например 
x

B
pF mx




=  .  (11.4) 

Определим силу взаимодействия двух катушек (соленоидов), 
расположенных на одной оси на некотором расстоянии друг от 
друга, существенно превышающем их собственные размеры. 

11.4. Две одинаковые катушки радиусом R = 20 мм содержат 
по N = 100 витков. Оси катушек лежат на одной прямой. Найти 
силу взаимодействия катушек, если по ним протекает ток с оди-
наковой силой I = 2 А, а расстояние между катушками l = 0,5 м 
значительно превышает их размеры.  

Решение 

Определим, прежде всего, модули магнитных моментов обеих 
катушек pm1 = рm2 = рm = NR 2 I. 

Найдем силу, действующую на одну из катушек со стороны 
неоднородного поля другой катушки. В условиях данной задачи 
для определения индукции этого поля на оси катушки можно 
воспользоваться полученным ранее для одиночного витка зна-
чением индукции магнитного поля (10.12): 

3
0 2

4 x

p
B m




=  .       
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Используя соотношение (11.4), получаем: 

=−=−=



=

4

2

0

4

0

π2

μ36

π4

μ

l

p

x

p
p

x

B
pF mm

mmx       

( )
=


−=

4

22
0

2

πμ3

l

IRN
–0,2 мкН. 

Задачи для самостоятельного решения 

11.5. Укреплённую на одном коромысле весов небольшую ка-
тушку К с числом витков N = 100 поместили внутрь соленоида 
(см. рис. 11.3) Площадь сечения катушки S = 1 см2, длина плеча 
коромысла l = 20 см. В отсутствие тока в катушке весы уравнове-
шены. После того как через катушку пустили ток I = 50 мА, для вос-
становления равновесия пришлось изменить груз на чаше весов 
на m = 50 мг. Найти индукцию магнитного поля в месте нахожде-
ния катушки. 

11.6. Определить силу, приходящуюся на единицу длины, с 
которой взаимодействуют в вакууме два параллельных очень 
длинных проводника с током силой I1 = I2 = 1 А. Расстояние между 
проводниками равно а = 1 м. 

11.7. Какая сила приходится на единицу 
длины в точке О тонкого провода с током 
I = 4 A, показанного на рис. 11.4. Радиус за-
кругления равен R = 20 см. 

11.8. Контур из провода, изогнутого в 
форме квадрата со стороной а = 0,5 м, расположен в одной плос-
кости с очень длинным прямым проводом с током силой I1 = 6 А 
так, что две его стороны параллельны проводу (см. рис. к задаче 
11.1). Сила тока в контуре I2 = 1 А. Определить силу, действую-
щую на контур, если ближайшая к проводу сторона контура 

• • • • • • • • • 

• • • • • • • • • 

К 

Рис. 11.3 
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Рис. 11.4 
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находится на расстоянии b = 10 см. Направления токов указаны 
на рисунке. 

11.9. По двум контактным ши-
нам, установленным под углом  = 
30 к горизонту, может скользить 
медный брусок массы т = 0,5 кг (см. 
рис. 11.5). В окружающем шины 
пространстве создано однородное 
магнитное поле с индукцией В = 1,5 
Тл, перпендикулярное к плоскости 
шин. Если по бруску пропускать 
ток с силой I = 8 А, то он скользит 
по шинам вверх с постоянной скоростью. С каким ускорением 
брусок соскальзывает вниз в отсутствии тока? Расстояние между 
шинами равно l = 20 см. 

11.10. Для измерения горизонтальной составляющей индукции 
магнитного поля Земли Вг можно использовать электронно-
лучевую трубку осциллографа (ЭЛТ). В опыте измеряется смеще-
ние электронного луча на экране осциллографа от центра по 
вертикали h, если ориентировать трубку перпендикулярно зем-
ному меридиану. В качестве известных параметров установки 
можно считать ускоряющее напряжение u и расстояние от элек-
тронной пушки ЭЛТ до экрана l. Определить по этим данным Вг. 

11.11. Катушка из проволоки поставлена на горизонтальной 
плоскости так, что её ось вертикальна. Система находится в од-
нородном горизонтальном магнитном поле с индукцией В. Масса 
катушки m, число витков N, радиус R. Какой силы ток следует 
пропустить по катушке, чтобы она опрокинулась? 

11.12. Электрон со скоростью V = 107 м/с влетает в область 
однородного магнитного поля с модулем индукции В = 10-3 Тл. 
Скорость перпендикулярна линиям 
индукции поля и направлена под уг-
лом  = 30 к плоской границе поля 
(см. рис. 11.6). Определите максималь-
ную глубину h проникновения элек-
трона в область магнитного поля. От-
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ношение заряда электрона к его массе равно  = 1,761011 Кл/кг. 

11.13*. Граница двух магнитных по-
лей с индукциями В1 и В2 – плоскость. 
Электрон влетает перпендикулярно 
границе со скоростью V (рис. 11.7) и 
движется сначала в поле 2, затем в поле 
1, потом снова в поле 2 и т.д. Опреде-
лить среднюю скорость дрейфа электро-
на вдоль границы за большой промежу-
ток времени. 

11.14. Протон движется по окружности в однородном маг-
нитном поле с индукцией B = 0,510-5 Тл в плоскости, перпенди-
кулярной к силовым линиям. Чему равен период T такого движе-
ния? Масса протона mp = 1,6710-27 кг, его заряд e = 1,610-19 Кл. 

11.15. Однозарядные ионы аргона разгоняются в электриче-
ском поле ускоряющим напряжением u = 1000 В и затем попада-
ют в перпендикулярное их скорости магнитное поле с индукцией 
B = 1 Тл, где разделяются на два пучка. Первому соответствует 
окружность радиуса R1 = 27,4 мм, второму – радиуса R2 = 28,9 мм. 
Определить относительные массы этих изотопов. 

11.16*. Поток проводящей жидкости (расплавленный металл) 
течёт по керамической трубе. Для определения скорости течения 
жидкости трубу помещают в однородное магнитное поле, пер-
пендикулярное оси трубы, в трубе закрепляют два электрода, 
образующих плоский конденсатор, и измеряют разность потен-
циалов между электродами. Найдите скорость потока v, если мо-
дуль магнитной индукции поля В = 0,01 Тл, расстояние между 
электродами d = 2 см, а измеренная разность потенциалов оказа-
лась равной u = 0,4 мВ. 

11.17*. Два электрона движутся параллельно друг другу с 
одинаковой скоростью v = 300 км/c. Найти отношение сил элек-
трического и магнитного взаимодействия этих электронов. 

11.18*. В результате эффекта Холла в натриевом проводнике 
при плотности тока j = 150 А/см2 и магнитной индукции В = 2 Тл 
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появляется поперечное электрическое поле с напряжённостью 
E = 0,75 мВ/м. Определить по этим данным концентрации элек-
тронов проводимости, а также её отношение к концентрации 
атомов в этом проводнике. Плотность натрия  = 0,97 г/см3.  

11.19*. Определить постоянную Холла для натрия, если для него 
отношение концентрации электронов проводимости к концентрации 
атомов составляет 0,984. Плотность натрия  = 0,97 г/см3. 

11.20*. Известно, что постоянная Холла для меди больше, чем 
для алюминия в k = 1,8 раза. Во сколько раз число свободных 
электронов приходящихся в среднем на один атом у алюминия 
больше, чем у меди. Плотности меди и алюминия соответственно 
равны Cu = 8,93 и Al = 2,7 г/см3. 

11.21*. Через сечение медной пластинки толщиной а = 0,2 мм 
пропускается ток силой I = 6 А. Пластинка помещается в одно-
родное магнитное поле с индукцией В = 1 Тл, перпендикулярное 
ребру пластинки и направлению тока. Считая концентрацию 
электронов проводимости равной концентрации атомов, опре-
делить возникающую в пластинке поперечную (холловскую) 
разность потенциалов. Плотность меди  = 8,93 г/см3, а его атом-
ная масса M = 6410-3 кг/моль.  

§12. Электромагнитная индукция 

Явление электромагнитной индукции (ЭМИ) состоит в воз-
никновении электрического тока в проводящем контуре при из-
менении магнитного потока через поверхность, ограниченную 
этим контуром*). Закон электромагнитной индукции устанавли-
вает, что ЭДС индукции пропорциональна**) скорости изменения 
этого магнитного потока (закон Фарадея): 

dt

d
ind


−= .      (12.1) 

Знак минус соответствует договоренности обозначать 
направление индукционного тока, определяемое по правилу 
Ленца: индукционный ток направлен так, чтобы его магнит-

 
*) Здесь идёт речь о трактовке явления электромагнитной индукции М. Фарадеем. 
**) Коэффициент пропорциональности в законе зависит от выбора системы единиц. В 

системе СИ его полагают равным 1. 
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ное поле препятствовало изменению магнитного потока. ЭДС 
считается положительной, если направление индукционного 
тока составляет с вектором положительной нормали к контуру 
правовинтовую систему. 

Напомним, что магнитным потоком через поверхность “” 
называется величина 

)(


= Sd,B


.      (12.2) 

Приведём простой пример применения закона ЭМИ. 

Задача 

12.1. Круговой контур (пробный виток) радиусом r = 2 см по-
мещён в однородное магнитное поле, модуль индукции которого 
B = 0,2 Тл. Плоскость контура перпендикулярна направлению 
магнитного поля, сопротивление контура R = 1 Ом. Какой заряд 
протечёт через контур при его повороте на угол 90°? 

Решение 

До поворота контура поверхность, ограниченную контуром, 
пронизывает магнитный поток, равный Ф = BS. Мгновенное зна-
чение ЭДС в процессе поворота контура (исчезновения магнит-
ного потока) определяется равенством (12.1). Тогда, согласно 
закону Ома, мгновенное значение силы тока в контуре равно 

.
dt

d

R
tI


−=
1

)(         

Заряд, протекший через контур при повороте его на угол 90°, 
т.е. в результате полного исчезновения магнитного потока – его 
изменения на Ф, равен 

R
d

R
dttIq


=−== 



 0

0

1
)(  .*)     (12.3)  

Итак, окончательно:   

B
R

r

R

BS
q

2π
==  0,25 мКл. 

Обратим внимание на то, что результат совершенно не зави-
сит ни от времени поворота , ни от степени равномерности это-
го процесса. 

 
*) Именно в такой форме закон ЭМИ был впервые записан М. Фарадеем в 1831 г. 
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Задача 

12.2. В однородном магнитном поле с индукцией В = 0,1 Тл 
расположены вертикально на расстоянии l = 30 см два металли-
ческих прута, замкнутых наверху. Поле перпендикулярно плос-
кости системы. По прутьям без трения и без нарушения контакта 
может скользить перемычка массой m = 5 г и сопротивлени-
ем R = 9,2 мОм. Перемычку сначала удерживают в покое, а затем 
отпускают. Как будет меняться скорость перемычки v(t), и како-
ва её установившаяся скорость vуст? 

Решение 

Будем пренебрегать сопротивлением прутьев и скользящих 
контактов, а также самоиндукцией контура. Под действием силы 
тяжести перемычка начнёт сколь-
зить вниз. Магнитный поток, прони-
зывающий контур, образованный 
перемычкой и П-образными «рель-
сами», очевидно, будет при этом 
нарастать (см. рис. 12.1). Собствен-
ное магнитное поле возникающего в 
контуре индукционного тока, по 
правилу Ленца, препятствует нарас-
танию внешнего магнитного потока, 

т.е. направлено навстречу полю B


. 
Направление тока находим по пра-
вилу правого винта (буравчика) – 
против часовой стрелки. На пере-
мычку, по которой протекает ток, 
действует сила Ампера (см. гл. 11). По правилу «левой руки» 
находим, что эта сила направлена вертикально вверх и тормозит 
падение перемычки. Качественно ясно, что ускорение перемыч-
ки при этом постепенно уменьшается, а её скорость через неко-
торое время перестаёт расти. Найдём закон изменения скорости 
перемычки v(t). Запишем для этого уравнение её движения в 
проекции на ось X, а также очевидные соотношения для силы 
Ампера и ЭДС индукции: 

,AFmg
dt

d
m −=
v

      (1) 

B


 

gm


 

AF


 

Iind 

+ - 

X 

Рис. 12.1 
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,Bl
R

F i
A


=       (2) 

.lB
dt

dS
Bl

dt

d
ind v==


=     (3) 

Подставляя соответствующие выражения в уравнение движе-
ния перемычки, получаем: 

.Bl
R

lB
mg

dt

d
m

vv
−=       

Остаётся привести полученное дифференциальное уравнение 
относительно искомой функции v(t) к виду, удобному для инте-
грирования, используя стандартный приём замены переменной: 

,
22

22









−−=

lB

mgR

mR

lB

dt

d
v

v
       

22lB

mgR
u −=v , ,

22

u
mR

lB

dt

du
−=  ,

22
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mR

lB

u
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,ln 1

22
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mR

lB
u +−=  ,)(

22

t
mR

lB

eCtu
−

=      

,)(

22

22

t
mR

lB

eC
lB

mgR
t

−

+=v       

Подстановка начального условия задачи v(0) = 0 позволяет 

определить константу интегрирования 
22lB

mgR
C −= , и записать 

окончательно:  

.11)(

2222

22 












−=














−=

−− t
mR

lB

уст

t
mR

lB

ee
lB

mgR
t vv     

Установившаяся скорость движения перемычки равна 

==
22lB

mgR
устv 0,5 м/с.       

Задачи для самостоятельного решения 

12.3. Проволочная квадратная рамка со 
стороной а и с сопротивлением R (рис. 12.2) 

находится в однородном магнитном поле B


, 
направленном  перпендикулярно к плоскости 
рамки за чертёж. В каком направлении будет 

а 
B


 

Рис. 12.2 
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протекать по рамке индукционный ток 
а) при увеличении индукции поля; 
б) при её уменьшении; 
в) какой заряд q протечёт по рамке при выключении поля?  

12.4. Сквозь горизонтально расположенное проводящее 
кольцо падают с одинаковой высоты алюминиевый брусок и 
магнит. Что упадет первым? Дайте объяснение. 

12.5. В знаменитом опыте Ньютона пробка, дробинка и 
перышко одинаково падают в отсутствии силы сопротивления 
воздуха – внутри вакуумированной стеклянной трубки. Как из-
менятся результаты эксперимента, если дробинку заменить на 
небольшой намагниченный шарик, а откачанную трубку сделать 
металлической и достаточно длинной. Считать, что шарик пада-
ет вертикально по оси трубки. Опишите и объясните характер 
движения шарика. Сравните с видом решения задачи 2.2. 

12.6. На вертикально расположенном сердечнике электро-
магнита лежит монета. При подключении обмотки электромаг-
нита к источнику постоянного напряжения монета подскакивает 
вверх. Объясните этот эффект. 

12.7. На разомкнутый магнитопровод сетевого трансформа-
тора надевают рамку с N2 = 35 витками провода, замкнутого на 

лампочку от карманного фонарика ( = u2 = 3,5 В). Лампочка 

начинает светиться в полный накал. Объясните этот эффект. 
Найдите число витков N1 включённой в сеть (u1 = 220 В) обмотки 
трансформатора. Рассеянием магнитного потока за пределы 
магнитопровода пренебречь.  

12.8. Две катушки надеты на общий сердечник. Первая ка-
тушка соединена с генератором сигналов специальной формы. 
Форма тока во второй катушке контролируется с помощью ос-
циллографа. Какова форма сигналов на экране осциллографа 
(учесть фазовые соотношения) для различных случаев тока, про-
текающего в первой катушке (см. рис. 12.3): а) синусоидальное; 
б) пилообразное; в) меандр.  
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12.9. Проволочное кольцо с сопротивлением R = 314 мОм 
надето на соленоид с площадью поперечного сечения S = 2,510-3 м2 

и плотностью намотки витков n = 103 м-1. На рис. 12.4 показана 
зависимость от времени силы 
тока, протекающего через соле-
ноид (I0 = 0,8 А,  = 0,5 мс). По-
стройте график зависимости от 
времени тока, протекающего че-
рез кольцо. Определите тепло-
вую мощность, которую нужно 
отводить от кольца для поддержа-
ния его температуры неизменной. 
Индуктивность кольца пренебрежимо мала. 

12.10. В простейшем приборе для измерения индукции маг-
нитного поля флюксметре (flux - поток) используется небольшой 
пробный виток с площадью S = 2 см2, соединённый с баллистиче-
ским гальванометром*). Плоскость витка первоначально перпен-
дикулярна магнитному полю, затем его поворачивают на угол 
90°. Сопротивление витка R = 0,01 Ом. Определите индукцию по-
ля В, если гальванометр зарегистрировал протекание заряда 
q = 1 мкКл. (Указание: Используйте решение задачи 12.1) 

12.11. Индукция магнитного поля, пронизывающего неболь-

 
*) Впервые такой способ был предложен А.Г. Столетовым. 
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шую медную рамку, меняется по закону В = kt, где k = 10 Тл/с. 
Рамка имеет форму квадрата со стороной а = 1 см, сечение мед-
ного провода равно S = 0,3 мм2, плоскость рамки перпендикуляр-
на полю. Какое количество теплоты Q будет выделено рамкой за 
время  = 1 с. Cu = 1,710-8 Омм. 

12.12. Квадратная проволочная рамка со 
стороной a и прямой проводник (см. рис. 
12.5) с постоянным током силой I лежат в 
одной плоскости. Её повернули на 180° во-
круг оси ОО', отстоящей от проводника на 
расстояние b. Найти заряд, протекший по 
рамке. Сопротивление единицы длины про-
волоки равно . 

12.13. Стержень ОА длиной L и сопротивлением R скользит по 
полукольцу, замыкающему контур (см. 
рис. 12.6). Система находится в однород-

ном магнитном поле с индукцией B


, пер-
пендикулярной к её плоскости. Опреде-
лите силу тока в стержне, если угловая 
скорость его движения равна . Сопро-
тивлением полукольца и контактов пре-

небречь. Источник тока имеет ЭДС  и 

внутреннее сопротивление r. 

12.14*. Проволочная квадратная рамка массы m со стороной а 
падает в гравитационном поле Земли, всё 
время оставаясь также и в магнитном поле, 
перпендикулярном плоскости рамки (рис. 
12.7). Индукция магнитного поля изменяет-
ся по закону В(y) = B0 + ky. Сопротивление 
рамки равно R. Найти закон движения рамки. 
С какой установившейся скоростью будет 
двигаться рамка через некоторое время по-
лёта? 

12.15. Перпендикулярно линиям однородного магнитного 

поля B


 движется с постоянной скоростью V


 металлический 

стержень длины l. Магнитное поле (сила Лоренца) совершает 
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работу по разделению свободных электронов внутри стержня, 
что и приводит к появлению ЭДС индукции на его концах 

 = 
q

Aст

= Bvl. Как это согласуется с утверждением, что сила Ло-

ренца, перпендикулярная скорости заряженной частицы, не со-
вершает над ней работы? 

12.16. По П-образной рамке скользит с постоянной скоростью 

V


 под действием силы F


 перемычка. Контур находится в пер-

пендикулярном к его плоскости однородном магнитном по-
ле. Чему равен модуль силы F, если в контуре выделяется каж-
дую секунду количество тепла Q? 

12.17. В однородном магнитном поле с индукцией В = 0,02 Тл 
равномерно вращается вокруг вертикальной оси горизонталь-
ный стержень длиной l = 0,5 м. Ось вращения проходит через ко-
нец стержня параллельно линиям магнитной индукции. Опреде-
лить угловую скорость вращения стержня, при которой на кон-
цах стержня возникает разность потенциалов u = 0,1 В.  

12.18. По двум медным шинам, 
установленным под углом  к гори-
зонту, скользит под действием силы 
тяжести медный брусок массы т (см. 
рис. 12.8). В окружающем шины про-
странстве создано однородное маг-

нитное поле с индукцией B


, пер-
пендикулярное к плоскости, в кото-
рой перемещается брусок. Вверху 
шины замкнуты на сопротивление 
R. Коэффициент трения между ши-
нами и бруском равен  ( < tg). Расстояние между шинами рав-
но l. Пренебрегая сопротивлением шин, бруска и контактов меж-
ду ними, найти установившуюся скорость бруска. 

12.19*. Система отличается от рассмотренной в предыдущей 
задаче лишь тем, что вместо резистора R между шинами подклю-
чен конденсатор с электроёмкостью С. Брусок удерживают на расстоя-
нии L от основания горки. Найти время соскальзывания бруска . 
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12.20*. Металлический стер-
жень, сопротивление единицы 
длины которого равно , скользит с 

постоянной скоростью V


, замыкая 

две медные шины ОС и OD (V


  OD), 

расположенные под углом  друг к 
другу. Стержень перпендикулярен 
к шине ОD (см. рис. 12.9). Система 
находится в однородном магнит-

ном поле с индукцией B


, перпендикулярной к плоскости систе-
мы. Пренебрегая сопротивлением шин и контактов, найти коли-
чество тепла, которое выделяется в цепи за время перемещения 
стержня на расстояние L от точки О. 

12.21*. Прямой провод с сопротивлением  на единицу длины 
согнут под углом 2 (см. рис. 12.10). Пере-
мычка из такого же провода, расположен-
ная перпендикулярно к биссектрисе угла 
2, образует с согнутым проводом за-
мкнутый треугольный контур. Этот кон-
тур помещён в однородное магнитное 

поле с индукцией B


, перпендикулярное к 
его плоскости. Найти направление и силу 
тока, текущего в контуре, когда перемыч-

ка движется с постоянной скоростью V


. Сопротивлением в ме-
стах контактов пренебречь. 

12.22*. Квадратная рамка со сторо-
ной а и длинный прямой провод с то-
ком силой I находятся в одной плоско-
сти (рис. 12.11). Рамку поступательно 
перемещают вправо с постоянной ско-

ростью V


. Найти ЭДС индукции в рамке 

как функцию расстояния х от провода 
до левой стороны рамки. 

12.23*. На расстояниях a и b от длинного прямого проводника 
с постоянным током силой I0 расположены два параллельных 
ему провода, замкнутых на одном конце резистором с сопротив- 
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лением R (рис. 12.12). По проводам без 
трения перемещают с постоянной ско-

ростью V


 стержень-перемычку. Прене-

брегая сопротивлением проводов и 
стержня, а также магнитным полем ин-
дукционного тока, найти:  

а) силу и направление индукционно-
го тока в контуре 1–2–3–4; 

б) силу F, необходимую, чтобы под-
держивать постоянной скорость 
стержня 2–3; а также расстояние х от провода с током I0 до точки, 
в которой нужно приложить эту силу, чтобы стержень двигался 
поступательно; 

в) мощность Р, затрачиваемую на перемещение стержня. 

12.24*. Через неподвижный гладкий горизонтальный непро-
водящий цилиндр перекинуты два легких гибких провода, к 
концам которых припаяны два метал-
лических горизонтальных стержня 
длиной l. Система находится в одно-
родном магнитном поле, вектор ин-

дукции которого B


 направлен гори-
зонтально перпендикулярно осям 
стержней (см. рис. 12.13). Масса перво-
го стержня равна m1, второго – m2. 
Найти установившуюся скорость поступательного движения 
стержней, если их общее сопротивление равно R. 

§13. Самоиндукция. Энергия магнитного поля 

• Явление электромагнитной индукции предполагает появле-
ние в проводящем контуре дополнительной ЭДС также и при из-
менении собственного магнитного потока контура (обусловлен-
ного током в самом контуре) – ЭДС самоиндукции. Из закона Био–
Савара–Лапласа (см. 10.1) следует, что магнитная индукция в 
любой точке пространства пропорциональна силе тока в конту-
ре*), следовательно, с учётом определения (12.2) собственный 
магнитный поток контура также пропорционален ей: 

 
*) При отсутствии вблизи контура ферромагнетиков. 
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Фs = LI.       (13.1) 
Коэффициент пропорциональности L называется коэффици-

ентом самоиндукции или индуктивностью контура. Индуктив-
ность любого контура зависит от его размеров и формы, а также 
от магнитных свойств окружающей среды. При изменении силы 
тока в контуре в нём возникает ЭДС самоиндукции, которая с 
учётом соотношений (12.1) и (13.1) равна: 

 
dt

dL
I

dt

dI
Lsi −−= **).     (13.2) 

• Если два контура с током 1 и 2 находятся близко друг к 
другу, то говорят о их взаимоиндукции. Магнитное поле контура 1 
создает поток через поверхность, ограниченную контуром 2, ко-
торый прямо пропорционален силе тока в контуре 1*), и наоборот: 

Ф21 = L21I1,  Ф12 = L12I2.    (13.3) 
Коэффициенты пропорциональности L12 и L21 называются ко-

эффициентами взаимной индукции контуров или их взаимными 
индуктивностями. Они зависят от размеров, формы контуров, их 
взаимного расположения, а также от магнитных свойств окру-
жающей среды. Теорема взаимности доказывает, что в отсут-
ствии ферромагнетиков эти коэффициенты равны: L12 = L21.  

• Задачи этого раздела, как правило, связаны с использова-
нием известного распределения индукции магнитного поля про-

водников с током )(rB


. Вычисление создаваемого ими потока Ф 

через поверхность, ограниченную этими или другими проводни-
ками позволяет выделить коэффициент пропорциональности между 
данным потоком и силой тока в проводнике – источнике поля – 
коэффициент само- или взаимоиндукции. Проиллюстрируем это 
на простых примерах. 

Примеры решения задач 

13.1. Определить индуктивность соленоида – катушки дли-
ной l = 50 см и диаметром d = 5 см, содержащей N = 400 витков. 

Решение 

В задаче 10.5 мы нашли индукцию магнитного поля внутри со-
леноида – см. стр. 113–114. Легко получить магнитный поток, про-
низывающий каждый виток соленоида Ф1 = ВS, а также и полный 

 
**) Второе слагаемое отлично от нуля при изменении самой индуктивности контура L. 
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Рис. 13.1 
 

поток через все N витков Ф = NФ1. Остаётся использовать равен-
ство (10.16) и очевидные геометрические соотношения: 

Ф = N0nSI = 

= = IS
l

N2

0μμ = ISl
l

N
2

2

0μμ = IV
l

N
2

2

0μμ IVn 2
0μμ . 

Выделяя коэффициент пропорциональности между Ф и I, в 
соответствии с определением индуктивности (13.1), получаем: 

VnL 2
0μμ= ,      (13.4) 

где V – объём внутри соленоида. В нашем примере 

L = 4 10-7 










м,

)м,(

м,м

Гн
50

4

050

50

400 22
π

0,8 мГн.   

Задача 

13.2. Определить взаимную индуктивность L12 тороидальной 
катушки (тороида) и проходящего по её оси бесконечного пря-
мого провода. Тороид имеет прямоугольное сечение ширины а. 
Внутренний радиус тороида равен r1 внешний r2. Число витков 
тороида равно N. Система находится в однородном магнетике с 
магнитной проницаемостью . 

Решение 

Определим поток вектора магнитной индукции B


 поля пря-
молинейного проводника через поверхность “”, ограниченную 
одним витком тороида. Мы знаем, 
что линии магнитной индукции 
имеют в данном случае форму 
концентрических окружностей и 
пересекают поверхность каждого 
витка по нормали к ней. Учиты-
вая, кроме того, что индукция за-
висит только от расстояния r от 
проводника – источника поля, 
разобьём поверхность витка на 
малые элементы, в пределах каждого из которых индукция не 
меняется. Это узкие полоски с площадью dS = adr, параллельные 
прямолинейному проводнику с током (см. рис. 13.1). Искомый 
поток получается интегрированием по поверхности “”, ограни-
ченной контуром: 
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Используем полученный ранее при решении задачи 10.1 ре-
зультат для поля прямолинейного проводника с током (10.7):  

I
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Полный поток через все витки тороида в N раз больше, по-
этому искомая взаимная индуктивность равна 

.
r

ra
NL

1

20
12

2
ln

π

μμ
=       

Задача 

13.3. Катушка с индуктивностью L = 10 Гн подключена к ис-
точнику тока через резистор с сопротивлением R = 10 Ом. Найти 
закон уменьшения силы тока в цепи с течением времени I(t) по-
сле замыкания источника тока накоротко ключом К (см. рис. 
13.2).  

Решение 

После замыкания ключа К ток в кон-
туре, состоящем из катушки и резистора 
не исчезает мгновенно, благодаря явле-
нию самоиндукции. Запишем равенство, 
соответствующее второму правилу 
Кирхгофа для этого контура: 

IR
dt

dI
L =− .     

После стандартной операции разделения переменных и инте-
грирования (см., например, решение задачи 1.1) получаем:  

constt
L

R
I +−=ln .       

Наконец, после простых преобразований и потенцирования: 

t
L

R

eItI
−

= 0)(
 
или 

t
L

R

e
R

tI
−

=


)( .      

Здесь учтено, что константа I0, очевидно – значение начальной 

силы тока (до замыкания ключа К), равная I(0) = /R.   
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• Энергия магнитного поля 

Итак, уже после отключения источника тока в цепи, рассмот-
ренной в задаче (13.3), протекает ток самоиндукции, совершает-
ся работа по перемещению зарядов, а на резисторе выделяется 
тепло. Каков источник этой работы? Это энергия магнитного по-
ля, окружающего проводники с током. Определив работу этого 
поля, мы и получим выражение для его энергии. 

Элементарная работа сторонних сил (в нашем случае это силы 
вихревого электрического поля) по перемещению заряда dq равна: 

dItLIdttI
dt

dI
LdqdA si )()( −=−== *),   (13.5) 

Полная работа определяется суммированием элементарных 
работ, т.е. интегрированием равенства (13.5): 

 =−=
0 2

0

0

2
I

LI
dItILA )( .     (13.6) 

Эта работа определяет энергию, запасённую в магнитном по-
ле. Как и в случае поля электрического выразим её через харак-
теристику самого поля – магнитную индукцию В. Для этого за-
пишем энергию магнитного поля соленоида через индукцию маг-
нитного поля в нём В: 

V
B

n

B
VnLIWм =










==

0

22

0

2
0

2

22

1

2

1

μμμμ
μμ **),  (13.7) 

где V – объём соленоида.  

Определим энергию, приходящуюся на единицу объёма про-
странства, где есть магнитное поле. Поле внутри соленоида 
однородно, поэтому получаем: 

0

2

2μμ
)(

B

V

W

V

W
rw мм

м ==



=


.    (13.8) 

Величина wм называется объёмной плотностью энергии 
магнитного поля. В случае неоднородного поля она позволяет 
определять энергию, заключённую в малых элементах простран-
ства объёмом dV: dWм = wмdV. А, зная магнитную индукцию поля 

 
*) Здесь мы использовали закон ЭМИ (12.1) и определение силы тока I = dq/dt. 
**) Использованы результаты решений задач 10.5 и 13.1 для магнитной индукции поля 

соленоида и его индуктивности. 
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Рис. 13.4 
 

как функцию координат, можно рассчитать полную энергию 
магнитного поля в той или иной области пространства “”: 




= dV
rВ

Wм
μ

)(

μ

2

02

1
.     (13.6) 

Задачи для самостоятельного решения 

13.4. Для демонстрации роли индуктивности используется 
схема, приведённая на рис. 13.3. В одной 
из двух параллельных ветвей включена 
катушка с очень большой индуктивно-
стью, а в другой – резистор, сопротивление 
которого равно омическому сопротивлению 
обмотки катушки. Л1 и Л2 – одинаковые 
лампочки. Блок питания БП содержит пере-
ключатель, позволяющий менять поляр-
ность подаваемого на схему постоянного 
напряжения. Опишите демонстрационный 
эксперимент. Как ведут себя лампочки, если 
быстро изменять полярность напряжения блока питания? 

13.5. Найти закон нарастания силы тока 
I(t) после замыкания ключа К в представлен-
ной на рис. 13.4 цепи. Индуктивность катушки 
L = 10 Гн, сопротивление резистора R = 10 Ом. 
За какое время  сила тока достигнет 99% от 
предельного значения? 

13.6. Двухпроводная линия состоит из 
двух длинных проводов радиуса а = 0,5 мм, расположенных в 
воздухе параллельно друг другу на расстоянии b = 10 мм. Найти 
индуктивность L1, приходящуюся на единицу длины этой линии. 
Магнитную проницаемость материала проводов и окружающей 
среды принять равной единице. 

13.7. Длинная двухпроводная линия питания нагрузки с со-
противлением R = 10 Ом обладает индуктивностью L = 0,1 мГн. 
Найти закон нарастания силы тока в нагрузке при замыкании 
цепи. Определить времена нарастания тока 1 и 2 до значений 
0,5I0 и 0,75I0 соответственно, где I0 – установившееся значение 
силы тока в цепи. Сравните эти значения. 
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13.8*. Для определения индуктивности катушки собрана экс-
периментальная схема, показанная на рис. 13.5. Была измерена 
сила тока через катушку I = 3 mA до раз-
мыкания ключа К, а затем полный заряд 
протекший через баллистический галь-
ванометр q = 60 мкКл за счёт экстрато-
ка самоиндукции после размыкания 
ключа. а) Определить по этим данным 
индуктивность катушки Lx, если сопро-
тивление R = 10 Ом. б) Предложите, как 
можно определять индуктивность Lx, 
используя эталонную катушку с извест-
ной индуктивностью L0, но не зная абсо-
лютных значений R и q (например, в 
случае замены баллистического гальванометра на обычный 
микроамперметр). 

13.9. Определить индуктивность L1 единицы длины коакси-
ального кабеля, который состоит из двух концентрически распо-
ложенных проводников, разделённых слоем диэлектрика. Радиус 
внутреннего проводника цилиндрической формы (центральная 
жила) а = 0,5 мм, а радиус внешнего (имеющего форму тонкостен-
ной трубки) b = 3 мм. Магнитную проницаемость проводников и 
среды между ними считать равной единице. 

13.10. На бесконечный соленоид с п витками на единицу дли-
ны и площадью поперечного сечения S намотана катушка из N 
витков. Найти взаимную индуктивность L12 катушки и соленои-
да. Магнитную проницаемость среды, заполняющей соленоид, 
считать равной единице. 

13.11. По соседству расположены два витка проволоки. По пер-
вому течёт ток I = 10 А. В цепь второго включен баллистический 
гальванометр. Полное сопротивление второй цепи R = 1 Ом. Чему 
равна взаимная индуктивность L12 витков, если при выключении 
тока через гальванометр проходит заряд q = 0,02 мкКл? 

13.12. Для частного случая – тороидальных катушек доказать 
теорему взаимности. На поверхность тора квадратного сечения 
равномерно навито N1 витков тонкой проволоки. На эту обмотку 
в свою очередь равномерно навито ещё N2 витков. Внутренний и 
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внешний радиусы тора равны а и b. Найти взаимную индук-
тивность обеих обмоток. Считать, что система находится в одно-
родном магнетике проницаемости . 

13.13. Два соленоида с индуктивностями L1 = 0,4 Гн и L2 = 0,9 
Гн одинаковой длины и почти равного сечения вставлены один в 
другой. Определить взаимную индуктивность соленоидов. 

13.14. Две катушки намотаны на один сердечник. Индуктив-
ность первой катушки L1 = 0,64 Гн, второй – L2 = 1 Гн. Сопротив-
ление второй катушки R2 = 400 Ом. Определить силу тока I2 воз-
никающего во второй катушке, если ток в первой катушке рав-
номерно уменьшать за время t = 10 мс от I1 = 0,6 А до нуля. 

13.15. Определить энергию магнитного поля, приходящуюся 
на единицу длины коаксиального кабеля (например, описанного в 
задаче 13.7) при протекании по нему постоянного тока силой I = 1 А. 

13.16. Соленоид с обмоткой, содержащей N = 1000 витков про-
вода, имеет длину l = 1 м и площадь поперечного сечения S = 20 
см2. Определить силу тока, при которой объёмная плотность энер-
гии магнитного поля внутри соленоида равна w = 0,628 Дж/м3. Ка-
кова при этом полная энергия магнитного поля внутри соленоида? 

13.17. Обмотка электромагнита, находясь под постоянным 
напряжением, имеет сопротивление R = 5 Ом и индуктивность 
L = 0,5 Гн. Определить время, за которое в обмотке выделится ко-
личество теплоты, равное энергии магнитного поля в сердечнике.  
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Ответы к задачам для самостоятельного решения 

Часть I. МЕХАНИКА. ЭЛЕКТРИЧЕСТВО 

§1. Кинематика материальной точки и твёрдого тела 

1.5. а) === Rsaa n /)ω( 2

0 1015 м/с2, б) === 0saa 2ω 1016 м/с2. 

1.6. 1)  = b – 2ct, 2) V = (b – 2ct)R, 3) a = − 2cR, 4) an = (b – 2ct)2R, 

5) 42 24 )( ctbcRa −+= . 

1.7.  = 10 c. 

1.8. ==
2

τν
N  5,5 об. 

1.9. 5 рад/с2. 

1.10. а) 361r


м; б) l  361r


м. Движение прямолинейное в одну 

сторону, поэтому l = r


 . 

1.11. а) )()()()( 2626 c/мeta,с/мeettV xyx


=+= , б) V = 6,3 м/с, 

в) S  63 м. 

1.15. −= 2

11 )/( AxAVx    1,1 м/с, ax  − 19,9 м/с2. 

1.16. а) ==
a

R
τ 2 c, б) ==

a

R2
τ 2,8 с. 

1.17. V = A, a = A,  = /2, частица движется с постоянной угловой скоро-

стью по окружности радиуса А/. 

1.18. а) )( V,r


 = 0. Вектор скорости перпендикулярен радиус-вектору.  

б) )( a,r


 = −2А2. Вектор ускорения направлен против радиус-вектора.  

в) x2 + y2 = A2 − окружность радиуса А. г) Против часовой стрелки. д) Движение 
по окружности радиуса А с центром в начале координат с постоянной угловой 
скоростью. 

1.19. b = 1/, где  − промежуток времени, за который скорость уменьшается в e раз. 

1.20. 255
12

4

0 ,
k

Vxr −==
τ

τ


м, 


=
τ

r
Vср



1,7 м/с. 
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1.21. а) tet −= 0)( , б) == 2

2

1
1 t

n

n
t

ln

ln
52 с. 

1.22. 
+

=
41

1

τββ 2

a
R 7,6 см. 

1.23. .eeV,eV,eeV yxxyx )()(


−==+= vvv 321 2  

1.24. ye
R

V
a

 2

0−= . 

1.25. 
2

2

0

4
1

R

h
aa += . 

1.26. 
отн.V

d
X

2

0u= . 

§2. Динамика материальной точки 

2.6. m = 2(M – FА/g). 

2.7. ==
rmr

e

e04

1

2 πεπ
ν 2,51015 c-1, = ran

24 νπ2 2,51022 м/с2. 

2.8. =+= 222 4
2

Rh
m

eB

e

π
π

v 7,6106 м/c. 

2.9. а) an = 0, a = eE/me, б) 222 EB
m

e
a

e
n += v , a = 0. 

2.10. а) ( )=−= 12

22
μμ

AeN

U

B
S 1 см, б) 

2

1

2

1

μ

μ
=

t

t
, т.е. легкий достигнет 

раньше. 

2.11. А1 = 4, А2 = 3. Пики соответствуют изотопам гелия 4He и 3He. 

§3. Динамика твёрдого тела 

3.5. Iz = mR2. 
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3.6. 
2

2mR
Iz = . 

3.8. ==
4

2mR
Iz 0,08 кгм2. 

3.9. а) 
12

2ml
Iz = ; б) αsin2

2

12

ml
Iz = . 

3.11*. 2

10

3
mRIz = . 

3.12*. 2

5

2
mRIz = . 

3.13. = 2

5

2
mRIz  1038 кгм2, =

T

mR
M

2

5

4π
1,71036 кгм2/c. 

3.14. =
τ

νπ

2

dm
F  4,4 мН. 

3.15. =
+

=
mM

mg
a

2

2
 3 м/c2, =

+
=

mM

M
mgT

2
 13,5 H. 

3.16. 2
2

1
2

mR
h

g
Iz 













−=

τ
= 18 кгм2. 

3.17. 
+

= g
/mM

M
a

23
5,6 м/c2, =

+
= g

mM

mM
Fтр

32
2,8 H, 

=
+


mM

M

32
μ 0,29. 

3.18. .
mg

F

3
μ  

3.19. 







+

+
=

R

r
m

R

I

RIm

F
F z

z

тр 22
cosα . 

3.20. катушка катится без скольжения, если: 
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)μsinα(

)(μ
2

2

mRIcosImRr

mRImg
F

+++

+
 . а) катушка катится без скольжения 

вправо, ах = 0,36 м/c2, б) катушка неподвижна, в) катушка “ползёт” по плоскости, 
не вращаясь, с ускорением ах = 0,51 м/c2, г) катушка катится без скольжения вле-
во, ах = − 0,3 м/c2.  

3.21. а) == g/h3τ 0,39 с, б) F = mg/6 = 1,64 Н. 

3.22. T = mg/4.  

3.23. =
mgl

I
Т сνπ24

860 с. 

3.24. 
ωсI

mgl
= , направление прецессии совпадает с направлением вращения 

волчка. 

3.26. M1 = 2mV0R, M2 = 0. 

3.27. M1 = 
2

3
mV0R, M2 = mV0R, M3 = 

2

1
mV0R, M4 = 0, M5 = 

2

1
mV0R. 

3.28. а) N


 = (1/2mghsin2) n


, б) )(tM


 = (1/2mghsin2)tn


. 

3.29. а) N


 = (mgV0cos)tn


, б) )(tM


 = (1/2mgV0cos)t2n


. 

§4. Работа и энергия 

4.4. .
m

tF
T

2

22

=  

4.5. =
0

0

πν
τ

N

T
 5,1 с. 

4.6. A = 0,5mD222 = 22 кДж. 

4.7. .
x

xU
4

4β
)( =  

4.8. ;
y

a
Fx −=   ;

zy

x
aFy 










+=

1
2

  .
z

ay
Fx 2

−=  
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4.9. 














−

−

−

=

.Rr
R

Rrmg

;Rr
r

mgR

rU

при
)(

при

)(

2

3 22

2

 

4.10. 52
2

15

16

5

3
RG

R

m
GU ρπ2−=−= . 

4.11. .
l

l
3

1

2 =  

4.12. .sR
R

b
F 22 4+=  

§5. Законы сохранения в механике 

5.7. =
T

e
r

2πε4

1 2

0

min 1,410-15 м. Этот результат носит оценочный характер, 

т.к. на таком расстоянии уже сказываются ядерные силы. 

5.8. n0 = 2n1 = 10. 

5.10. Должно выполняться условие ,V
mm

mnmm
Vx 020

21

221


+

−
=  т.е. при 

.n
m

m


1

2  

5.11. =
+

= 0T
mm

m
W

CsO

Cs 3,57 эВ < ион. Ионизации не произойдёт. 

5.12. В =








−

+
=

1

1

n

n
k  1,4 раза. 

5.13. В =








−

+
=

1

1

n

n
k  9 раз. 

5.14. 12
4

3
TT =  = 30 Дж. 
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5.15. 82
10

7 22

0 ,VVmQ =−= )(  мДж. 

5.16. = glVmin 6 7 м/c. 

5.17. = glVс 3
2

1
2,5 м/c. 

5.18. αsin231+= ga . 

5.19. ghVV
3

42

0 −= , 
g

V
H

4

3 2

0= . 

5.20. glV
4

3
= . 

5.21. lx
3

2
= . 

5.22. ==
a

l
x

12

2

15 см, линейка поворачивается вокруг точки О с угловой ско-

ростью ==
2

12
ω

ml

pa
 4 рад/с. 

5.23.  = . 

5.24. а) Начнёт вращаться в направлении, противоположном вращению колеса. 
б) Остановится. в) Направление вращения изменится так, что экспериментатор 
опять будет вращаться в направлении, противоположном вращению колеса. 

5.25. а) будет вращаться в том же направлении, в котором вращалось колесо, б) 
скорость вращения возрастёт. 

5.26. .
u

mg3
=μ  

5.27. V = u. 

5.28. =
μ

gm
u 0  98 м/c. 
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5.29. =







=

g

h

r

R 2
2

τ 3,2103 с = 53 мин. 

5.30. 1) ,t
g

R

r
th 2

4

2
τ)()( −








=  2) .tg

R

r
V )(τ−








=

4

 

5.31. 2,3
2

ρ
τ 1

2

1 ==
F

S
l

S

S
c. 

5.32. а) ==
R

Q

πη

ρ
Re  764 < 1000 – течение ламинарное,  

б) ==
4

8

R

Q

dl

dp

π

η
 3,1 Па/м. 

§6. Закон Кулона. Напряженность электрического поля. 
Теорема Гаусса 

6.6 
2

0πε2 R

qQ
F =   0,37 Н. 

6.7. Е(х) =
)(πε4

1

0 хlx

q

+
 = 1,8104 В/м. 

6.8. F = 
2

0

2

πε16 a

q
,  (r) = .;

π2 3
qQ

r

qa
−=−  

6.9. Е(0) = /40. 

6.10. E = /20. 

6.11. a) 
εε

ρ
)(

02

r
rE = ; б) 

r

R
rE

0

2

2ε

ρ
)( = , где R – радиус цилиндра. 

6.12. a)
03εε

ρ
)(

r
rE = , b)

2
0

3

3 r

R
rE

ε

ρ
)( = . 

6.13. 
22

02 hR

h
hE

+
=

ε

σ
)( .  

home
Выделение

home
Выделение

home
Записка

home
Записка
Лучше заменить на "а", как и в тексте условия.
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6.14. 
0ε3

ρb
E = . 

6.15. F = 2/20b = 8,1 Н/м. 

6.16. 
εε

ρ

0

х
Eвнутри = ,  

0ε2

ρd
Eвне = . 

6.17. Fn =  . 

6.18. F = S 2/20. 

§7. Потенциал. Электроемкость 

7.6. 
02

0
ε

σ
)(

R
= . 

7.7. a) (х) = const
x
+−

0ε2

σ
; б) Нельзя. 

7.8. a) (х) = − 
εε2

ρ

0

2x
; б) (х) = 

( )










 −
+−

00

2

ε

ρ

εε2

ρ aaxa
. 

7.9. a) не могут; б) не могут. 

7.10. 
1

2
21

R

R
ln

2π

λ

0




=− . 

7.11. u(r) = u0 
( )
( )12

1

/ln

/ln

RR

Rr
. 

7.12. ;/10
/ln

215

21

0 см
RRmr

uе
a 




=   

( )
( )

cм
RRm

Rruе

e

/105
/ln

/ln2 6

21

20 



=v . 

7.13. ==
4

0

2

4

0

21

πε2

3

πε2

3

r

p

r

pp
F 3,310-15 Н, диполи притягиваются. 
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7.14. а) C = 0S/d;  б) C = 
( )12

0

/ln

πεε2

RR
;  в) C = 

( )21

0

11

πεε4

RR −
. 

7.15. а) Е1 = Е2 = Е0;  б) Е1 = Е2 = 2Е0/( +1). 

7.16. а) Е1 = 2Е0/( +1); E2 = 2E0/( +1); б) E1 = E0; E2 = E0/. 

7.17. 
11

22

2

1

ε

ε

E

E

R

R
= . 

7.18. 
( )

.6
/εεln

)εε(ε

12

120 нФ
d

S
C =

−
=  

7.19. 100
ln

πε8

12

10 ==
RR

R
C нФ. 

§8. Энергия электростатического поля 

8.2. 












=

R

q
W

2

0πε4

1

2

1
. 

8. 3. R
R

R 10
η1

9,0 =
−

= . 

8.4.  = (1 – R0/R) = 99%. 

8.5. A = –U = .90
πε410

1

0

2

нДж
R

q
=  

8.7. W = мДж
ba

q
27

11

πεε8 0

2

=







− . 

8.7. A = U = мкДж
S

xq
11

ε2 0

2




. 

8.8. а) эВДж,
r

e
Wэ 181092

4

1 18
2

0

−−=−= −

πε
.  

б) U0 = UNA  − 1,6106 Дж = − 1,01025 эВ. 
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8.9. 
a

b
Wэ ln

πε4

λ

0

2

= . 

8.10. q(t) = C ( )RCte /1 −− ; Imax = /R. 

8.11. q(t) = q0e–t/RC;   = RC. 

8.12.  = 
2

2lnRC
 0,35 мс. 

8.13. Wэ = мкДж
RR

q
135

11

πε8 210

2

=









− . 

§9. Законы постоянного тока 

9.5. =

l

xS

dx
R

0
)(

ρ . 

9.6. а) q = q0exp(−t/0); 

б) 







−=

ba

q
Q

11

πεε8 0

2

0 . 

9.7. 
d

a
I

uv)1(0 −
=


. 

9.8. n = Вт
R

E
P

r

NR
30

4
;6

2

max === . 

9.9. 
( )21

1

2

2 RR

RC
Q

+
=

u
  63 мДж. 

9.10. a) А1 = Cu2/4; б) A2 = − Cu2/2. 

9.11. Может, если на участке совершают работу сторонние силы. 

9.12. I1 = 32/51 A, I2 = –114/51 A, I3 = –146/51 A. 

9.13. кДжR
I

Q 15τ
3

2

max == . 
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9.14. кДжR
I

Q 100τ
3

2

0 == . 

9.15. Е = мB
Vt

Q
/14,0

ρ
= . 

9.16. r = 
( )

Ом
IIII

IPIP
75,0

2121

2112 =
−

−
 ,   = 5,5 В. 

9.17. Р == TRI /τ2

0 20 Вт. 

9.18.  = 3251
32

11
0 =













+

+
+=

RR

R

R

R

v

uV В. 

9.19. B
RR

R

V

V 100
4

2
0 =

+
= uV . 

9.20. q = 17U0C/29. 

9.21. 2/10ρ/ мкАPj == . 

§10. Магнитное поле токов 

10.6. мкТл
r

I

r

I
BМ 10

π2

μ

2

2

1

10

1
=










−= , мкТл

r

I

r

I
BМ 70

π2

μ

2

2

1

10

2
=










+= . 

10.7. ==
R

I
B

π2

μ0 40 мкТл. 

10.8. =









+










=

2

2

2

2

1

10

π2

μ

r

I

r

I
B 120 мкТл. 

10.9. αcos2
π2

μ
21

2

1

2

1
0 IIIIB −+= ; 9,0

2
αcos

21

22

2

2

1 
−+

=
rr

lrr
;  

B  6,6 мкТл.  

10.10. =+= 2

2

2

1
0

π

μ
II

r
B  410-4 Тл. 
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10.11. 
L

I
B

π

μ22 0=   11,3 мкТл. 

10.12. 
R

I
B

π8

)π32(μ0 +
= . 

10.13. =









+=

21

0 13

8

μ

rr

I
B 5,5 мкТл. 

10.14. 













+=

aR

I
B

2

2

π3

π4

μ0 . 

10.15. 
22

0

22

0

4π4

μ1
1

4π2

μ

bab

Ia

kbab

Ia
B

+
=








−

+
= = 7 мкТл. 

10.16. 







=

nr

nI
B

π
tg

π2

μ0 , в пределе n →  
r

I
B

2

μ0=  – поле кругового тока 

(10.13). 

10.17. )tgπ(
π2

μ0  +−=
R

I
B = 28 мкТл. 

10.18. 
 

,
,

4π

μ
3

0

r

rVe
B =  ==

2

0 αsin

4π

μ

r

eV
B  150 мкТл. 

10.19. ==
RmR

e
B

e0

2

2

0

πε24π

μ
125 Тл. 

10.20.  ajB


,
2

μ0=  . 

§11. Закон Ампера. Сила Лоренца 

11.5. =


=
NIS

mgl
B 0,2 Тл. 

11.6. ==
a

II
F

π2

μμ 210 210-7 Н = 0,2 мкН. 
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11.7. ==
R

I
F

4

μ 2

0
1 25 мкН. 

11.8. =
+

=
)(π2

μ 21

2

0

abb

IIa
F 5 мкН. 

11.9. 
m

IBl
ga −= αsin2 = 5,2 м/с2. 

11.10. 
e

Um

l

h
B e22

2г = . 

11.11. 
BRN

mg
I

π
= . 

11.12. =−= )αcos1(
γB

V
h  28 мм. 

11.13. 
12

12

π

2

BB

BBV
Vдр

+

−
= . 

11.14. ==
Be

m
T

pπ2
 13,1 мс. 

11.15. =


==
−−

2

13

2

3

1)1(

21010
R

NeBNm
M AA

r
u

36, =


=
−

2

23

2
)2(

210
R

NeB
M A

r
u

40. 

11.16. ==
Bd

u
v  2 м/c. 

11.17. =







==

2

2

00εμ
cF

F

э

м v
v 110-6. 

11.18. ==
eE

jB
n 2,51028 м-3, ==

M

N
n A

A

ρ
2,541028 м-3, =

An

n
0,984. 

11.19. ==
AeN

M
R

ηρ
2,510-10 м3/(Ас).  
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11.20. =
AlCu

CuAl

M

M
k

ρ

ρ
η  2,5. 

11.21. ===
A

х
Nea

BIM

en

Bjd
u

ρ
 2,2 мкВ.  

§12. Электромагнитная индукция 

12.3. а) Против часовой стрелки, б) по часовой стрелке, в) 
R

Ba
q

2

= . 

12.5. Через некоторое время после начала движения шарик будет падать с постоянной 
установившейся скоростью. Его движение сходно с падением дробинки в вязкой среде. 

12.7. 2

2

1
1 NN

u

u
= = 2200. 

12.8. а) синусоидальное со сдвигом фаз на /2; б) постоянный сигнал с перио-

дическими всплесками в моменты времени Т, 2Т, … ; в) нулевой сигнал с перио-
дическими всплесками в моменты времени Т, 2Т, …. 

12.9. Меандр – см. рис. 12.3, в, ==


0
01

2
μμ

1 I
Sn

R
I 32 mA. = RIP 2

1  0,32 

мВт. 

12.10. ==
S

qR
B 50 мкТл. 

12.11. ==




4

23 Ska
Q  0,44 мДж. 

12.12. 








−

+
=

ab

abI
q ln

πρ4

μ0 . 

12.13. 
)(2

ω2 2

rR

BL
I

ε
+

+
= . 

12.14. ( )/
42

1)( te
ak

mgR
tV −−= , где 

mR

ak 42

τ = . Установившаяся скорость дви-

жения 
420

ak

mgR
V = . 

I1 

I 

t 

-I1 

 2 3 
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12.16. 
V

Q
F = . 

12.17. ==
2

2
ω

Bl

u
 40 рад/с. 

12.18. )αcosμα(sin
22

−=
lB

mgR
V . 

12.19. ,
2

τ
a

L
=  где 

22

)μcosαα(sin

lCBm

mg
a

+

−
= . 

12.20. 
ρ

tgα2 22VLB
Q = . 

12.21. Ток направлен против часовой стрелки, 
)sinαρ(1

αsin

+
=

BV
Q . 

12.22. 
)(π2

μ 2

0

axx

Ia
ind

+


=

v . 

12.23. 
a

b

R

VI
Iind ln

π2

μ 00= , 
a

b

R

VI
F 2

2

2

0

2

0 ln
π4

μ
= , 

a

b

l
x

ln

= , 

RI
a

b

R

VI
P i

22

2

22

0

2

0 ln
π4

μ
== . 

12.24. 
2

21

4Bl

Rgmm
V

−
= . 

§13. Самоиндукция. Взаимоиндукция.  
Энергия магнитного поля 

13.4. При замыкании цепи Л2 вспыхивает мгновенно, а Л1 постепенно с замет-
ным запаздыванием. При быстром переключении полярности напряжения блока 
питания лампочка Л1 практически перестает светиться*). 

 
*) Последнее демонстрирует проявление индуктивного сопротивления перемен-
ному току. 
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13.6. ,1)(













−=

− t
L

R

e
R

tI


 =
)τ(

ln
99,0

0
99,0

I

I

R

L
 4,6 с. 

13.6. 







+=

a

b
L ln

2

1

π

μ0
1  1,4 мкГн/м. 

13.7. 













−=

− t
L

R

eItI 1)( 0  , 1  7 мкс, 2  14 мкс, 2/1 = 2. 

13.8. а) 
I

qR
Lх


= = 0,2 Гн. б) Подбором исходной силы тока через катушки 

I0 и Ix до размыкания ключа (меняя напряжение питания) добиться одинакового 
начального отклонения («броска») стрелки микроамперметра после размыкания 

ключа (т.е. одинаковых q). Тогда 0
0 L

I

I
L

x

x = . 

13.9. 
a

b
L ln

2π

μμ0
1 =  0,36 мкГн/м. 

13.10. L12 = 0nNS. 

13.11. 
I

qR
L


=12 = 2 нГн. 

13.12. .μμ 21
02112 S

l

NN
LL ==  

13.13. 2112 LLL = = 0,6 Гн. 

13.14. 
t

I
LL

R
I


= 1

21

2

2

1
 = 0,1 А. 

13.15. 







+=

a

bI
W ln

4

1

π4

μμ 2

0
1  0,2 мкДж. 

13.16. 
0

2

μμ


=
N

l
I = 1 А, W = 1,26 мДж. 

13.17. 
R

L
t

2
=  = 0,05 с. 


